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PRÉFACE 


Cet  ouvrage  comprendra  deux  volumes,  le  premier 
relatif  au  Calcul  différentiel^  l'autre  concernant  le  Calcul 
ititégral.  Toutefois,  suivant  l'exemple  de  Cournot,  nous 
n'avons  pas  hésité  à  donner,  dès  le  début,  la  notion  de 
l'intégrale  et  à  l'utiliser  lorsque  cet  emploi  nous  a  paru 
rendre  les  démonstrations  plus  claires  et  plus  concises. 
Nous  ayons  au  contraire  rejeté  dans  la  seconde  partie 
l'étude  de  certains  développements  en  séries  ou  en  pro- 
duits infinis  pour  les  rapprocher  des  théories  où  l'on  en 
fait  usage. 

Le  fait  d'appartenir  à  V Encyclopédie  IndusbHelle 
indique  dans  quel  esprit  ce  Traité  a  été  conçu.  Nous 
n'avons  jamais  oublié  que  nous  nous  adressions  surtout 
aux  Ingénieurs,  pour  lesquels  l'analyse  infinitésimale  est 
un  instrument  indispensable,  et  en  général  aux  personnes 
qui  étudient  les  mathématiques  en  vue  de  leurs  applica- 
tions ;  c'est  pour  ces  lecteurs  que  nous  avons  cru  devoir 
reprendre  brièvement  certaines  théories  élémentaires, 
telles  que  les  notions  fondamentales  sur  les  dérivées,  la 
recherche  des  tangentes  et  celle  des  asymptotes,  qui 
figurent  aujourd'hui  dans  tous  les  cours  de  mathéma- 
tiques spéciales.    Nous  pensons   d'ailleurs    n'avoir  rien 
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omis  de  ce  qui  est  nécessaire  aux  jeunes  Ingénieurs,  soit 
pour  leurs  recherches  techniques,  soit  pour  ro])tention 
des  grades  universitaires. 

Nous  ne  sommes  pas  des  partisans  exclusifs  des  mé- 
thodes analytiques  ou  de  solutions  géométriques.  L'ana- 
lyse et  la  géométrie  sont  deux  instruments  qui  doivent 
se  porter  un  mutuel  secours^  et  entre  lesquels  le  choix 
doit  varier  suivant  les  circonstances.  Tel  résultat  que  la 
géométrie  rend  intuitif  exigerait  de  longs  développements 
analytiques,  tandis  que  certains  problèmes  dont  la  solu- 
tion ne  demande  que  deux  lignes  de  calcul  seraient  fort 
difficiles  à  résoudre  géométriquement.  D'autres  fois,  et 
c'est  ce  qui  arrivera  assez  fréquemment  dans  cet  ouvrage, 
une  proposition  sera  jugée  assez  importante  pour  mériter 
une  démonstration  de  chaque  sorte. 

Enfin,  pour  quelques  théorèmes  un  peu  trop  ardus  et 
purement  spéculatifs,  nous  nous  sommes  bornés  à  les 
énoncer  en  renvoyant  pour  la  démonstration  aux  savants 
ouvrages  de  MM.  Hermite,  Jordan,  Picard,  Darboux... 
Mais  nous  n'avons  pas  abusé  des  renvois  de  ce  genre, 
car  le  lecteur  français  ne  se  complaît  guère  aux  asser- 
tions dont  il  doit  chercher  ailleurs  la  preuve. 


ERRATUM 


Page  14,  ligne  2,  au  lieu  de  :  f  {x),  lire  :  f  (c). 

19,  6,  au  lieu  de  :  «  égale  »,  lire  :  «  inférieure  ». 

35,  11,  au  lieu  de  :  y  (a:),  lire  :  <p'  (x). 

37,  9,  au  lieu  de  :  <p'  {x),  lire  :  f'  (x). 

39,  15,  au  lieu  de  :  f  (c),  lire  :  f  (c). 

46,  1,  en  remontant,  au  lieu  de  :  '■-,  lire  :  -■ 

49,  10,  en  remontant,    lire  :    «  lorsque   u    est  positif,    le   rap- 

port —  est  égal  ... 
^        u  ° 

83,  8,  en  remontant,  au  lieu  de  :  ^r — r— r— •>  lire: 


92,  1,  du  n",  au  lieu  de  :  u'^,  lire  :  Un- 

93,  Dans  le  déterminant  intervertir  Tordre  des  deux  lignes  horizontales. 

94,  ligne  7,  en  remontant,  au  lieu  de  :  3  r-— —  u'-,  lire  :  3  <— r —  «-• 

OTOU-  ^x^u'' 

95,  7,  au  lieu  de  :  J,  life  :  K. 

97,  4,  au  lieu  de  :  J,  lire:  K. 

^/  ^f 

100,  Première  ligne  du  déterminant  J,  au  lieu  de  :  r-^i    lire  :  —-^  • 

103,  Dans  l'équation  (21j,  au  lieu  de  :  :-^>  lire  :  r— ^• 

t'./'j  vx  i 

104,  ligne  6,  au  Heu    de  :  —'-^i  lire  :  —^ 


et  au  lieu  de  :  - —    lire  :  ^—^- 
ox.,  ox.^ 

104,  ligne  11,  au  lieu  de  :  «  x.^  par  »,  life  :  «  x^  par  ». 

105,  7,  en  remontant,  devant  le  dernier  2,  au  lieu  de  :    '  ,  /tVe;  — . 
119,  Dans  la  première  équation  (43),  au  lieu  de  «  ady  »,  lire  :  ady. 
123,  ligne  fi,  en  remontant,  air  lieu,  de  :  «  T  »,  lire  :  «  P  ». 

uu  ex 

127,  11.  en  remontant,  au  Heu  de  :  r-j  lire  :  — • 

uv  vu 

133,  7,  au  Heu  de  :  «  s  »,  lire  :  «  £[  ». 

134,  10,  en  remontant,  au  lieu  de  :  «  ces  »,  lire  :  «  ses  ». 
137.  8,  au  Heu  de  :  «  d'Alcmbert  »,  lire  :  «  Dalembert  ». 
141,  3,  en  remontant,  au.  lieu  de  :  u.,,,  ,.  lire  :    u ,,  ,  ,. 
233.  16,  au  lieu  de  :  (//  —  y.,)-',  Hre  :  (//  —  y/^)-. 

273,  3,  nu  lieu  de  :  —-:  lire  :  -r—- 

1.2  1.2 

290,  1,  après  quelconque,  ell'acor  la  virgule. 

338,  12,  en  n'iiinnlniil .  rlljiccr  li'  n"  .'i. 
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390,  Dans  la  dernière  ligne  du  texte,   au  Heu  de  :  d'une   forme,  lire  : 

conforme  d'une. 
431,  ligne  5,  au  lieu  de  :  (2-,  lire  :  jS/j. 
498,  9,  en  remontant,  au  lieu  de:   «  disons,  que»,  lire:  «  dirons 

que  ». 
498,  8,  en  remontant,  au  lieu  de  :  voulons,  lire  :  voudrons. 

546,  au  lieu  de  :  X  étant   en  fonttion  de  m  et  de  v,  lire  :  (X  étant 

fonction  de  u  et  de  o). 


CHAPITRE     PREMIER 

OBJET     DE     L'ANALYSE    INFLNITÉSÏMALE 


Défîiiition  et  Uôle  tles  iiifinîiueiit  petils 


1 .  On  nomme  infiniment  petit  toute  quantité  variable  ayant 
pour  limite  zéro. 

L'Anahjse  infinité simal<%  créée  vers  la  iin  du  xyh"  siècle 
par  Leibnitz  et  Newton,  a  pour  objet  l'emploi  des  infiniment 
petits  pour  l'évaluation  des  quantités  finies. 

Les  infiniment  petits  peuvent  intervenir  de  deux  manières: 
la  grandeur  à  évaluer  peut,  en  etTet,  se  présenter  soit  comme 
la  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits,  soit  comme 
la  limite  d'une  somme  d'infiniment  petits  dont  le  nombre 
croît  indéfiniment.  De  là,  la  division  de  l'analyse  infinitési- 
male en  deux  branches  :  le  calcul  différentiel  et  le  calcul 
intégral . 


Problème  des  tangentes;  oriçjîne   dn  oaleul 
différentiel 


2.  C'est  le  problème  des  tangentes  qui  adonné  naissance 
au  calcul  diiïéi'entiel. 

Considérons  une  courbe  plane  {fgA)  dont  l'équation  en 
coordonnées  rectili^ncs  est  //=/(.r).  Prenons  sur  cette  courbe 
deux  points  M  et  M'  correspondant  i-espectivement  aux  abs- 

CAi,f:ui,  iM'ixrrÉsiM.vi,.  l 
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cisses  X  et  x  +  h.  La  tangente  au  point  M  est,  par  définition, 
la  limite  des  positions  que  prend  la  sécante  MM'S  lorsque, 
M  restant  fixe,  M'  vient,  en   restant  sur  la  conrbe,   se  con- 
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fondre  avec  le  point  M.  Or,  d'après  la  théorie  analytique  de 
la  ligne  droite,  le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  MM' 
s'obtient  en  divisant  la  différence  f  [x  -\-  h)  —  f  [x]  des 
ordonnées  des  points  M'  et  M  par  la  différence  h  de  leurs 
abscisses.  Par  suite,  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente MT  est  égal  à  la  limite  du  rapport  : 

r  {o^ -\- ^'')  ~  r{-^)  ^.^ 

h  ^  ' 

lorsque  h  tond  vers  zéro. 

Ainsi,  dans  ce  problème,  le  nombre  cherché  se  présente 
comme  la  limite  du  rapport  de  deux  différences  infiniment 
petites. 

On  appelle  dérivée  d'une  fonction /"  (z)  la  limite  du  rap- 
port (1),  c'est-à-dire  du  rapport  de  l'accroissement  de  la 
fonction  à  l'accroissement  correspondant  de  la  variable  x, 
lorsque  ce  dernier  accroissement  (positif  ou  négatif)  tend 
vers  zéro.  De  là  cette  proposition  :  le  coefficient  angulaire 
fie  la  tangente  à  une  courbe  plane  est  égal  à  la  dérivée  de 
l'ordonnée  considérée  comme  fonction  de  l'abscisse. 


Problème  des  quadratures; 
Origine    du    calcul    intégral 

3.  C'est  \e problème  des  quadratures  qui  adonné  naissance 
au  calcul  intégral. 
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Proposons-nous  d'évaluer  l'aire  du  trapèze  mixtiligne 
aAM[j,  compris  entre  un  arc  A^i  de  courbe  plane  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires,  les  deux  ordonnées  extrêmes  aA,  i)M 
et  l'axe  des  X.  Nous  supposerons,  d'ailleurs,  pour  plus  de, 
simplicité,  que  l'ordonnée  de  la  courbe  PQ  reste  positive  et 
croissante  depuis  aA  jusqu'à  [/M. 

Décomposons  la  base  y.\j.  en  parties  a3,3v, -^ij-,  égales  ou 

inégales;    désignons  par  .r,,,   ./•[,  .ro, r^,  les  abscisses  des 

points  a,  i3i  7\ V-i  et  par  //q,  y,,  //o, ya  les  ordonnées 

correspondantes. 

En  menant  par  l'extrémité  de  chaque  ordonnée  une  paral- 
lèle à  OX  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ordonnée  précédente  et 


M -M^^^ 
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avec  l'ordonnée  suivante,  on  forme  une  suite  de  rectangles 
inscrits  aAAoiS,  3^Boy, •^IIHoIj.  dont  les  aires  ont  une  somme 

s  z=  {x^  —  x^,)  2/,)  +  (.r^  —  ^,)  y,  +  ...  +  (^P-  —  ^[>.-i)  y[>.-i 

inférieure  à  l'aire  ï  du  trapèze  curviligne  considéré,  et  une 

suite  de  rectangles  circonscrits  aBjB^,  j^CiCy, •/;M^M;j,  dont 

les  aires  ont  une  somme 


S  =  {x^  —  r/^o)  y,  -f-  {.r^  —  x^j  ^2  +  •••  +  [^^[>.  —  ^i>--\)  V^ 
supérieure  à  ï.  On  a  donc 

.s  <  T  <  *  +  (S  —  s).  ■ 
Mais  si  Toa  désigne  par  o   le  plus  grand  des  intervalles 
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•^1  —  -^0'  ^i  —  -^[1 ■^!J.-J^|j.-i  1  on  voit  que  la  différence  S  —  s 

tend  vers  zéro  avec  o,  puisqu'elle  est  moindre  que 

û  (^1  —  ?/o  -h  ^2  —  2/i  +  •••  +  .Vjj.  —  yv-\)^ 


c'est-à-dire  que 


^  [Vv.  —  ^0  ' 


v--\ 


Par  suite  l'aire  T  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
lorsque  cliacun  des  intervalles j-j — -Tq,  x.^ — .r,,..../;j.  —  ./■ 
tend  vers  zéro. 

Ainsi,  dans  le  problème  des  aires,  la  grandeur  à  évaluer 
se  présente  comme  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  petits 
dont  le  nombre  croît  indéliniment. 

Telle  est,  traduite  dans  le  langage  mathématique  actuel, 
la  méthode  suivie  par  les  géomètres  de  l'antiquité  pour  la 
résolution  du  problème  des  quadratures,  en  sorte  qu'on  peut 
dire  avec  Lcibnitz  (lettre  à  Wallis,  29  décembre  1698)  que 
le  calcul  intégral  remonte  jusqu'à  Archimède, 


Corrélation  eiiti*e  le  calcul  clifïéreiitiel 
et  le   calcul  iiitégî'al  ;  objet  de  chacun  d'eux 


4.  Les  géomètres  du  xvii°  siècle  se  sont  placés,  pour 
résoudre  le  même  problème,  à  un  point  de  vue  tout  diffé- 
rent.  Au  lieu  de  calculer  directement  la  somme  s  et  d'en 
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déduire  sa  limite,  ils  ont  ramené  la  recherche  de  Taire  à 
celle  d'une  fonction  ayant  une  dérivée  donnée.  Voici  com- 
ment : 
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Soit  c;  l'aire  du  trapèze  mixtiligne  y.\M[j.  compris  entre  un 
arc  AM  de  courbe  plane,  Taxe  des  x,  une  ordonnée  fixe  aA 
et  l'ordonnée  M[j-  =  /'{-r)  qui  correspond  aune  abscisse  va- 
riable 0[x  =^  X. 

a  est  une  fonction  de  x\  et,  dès  qu'on  a  possédé  la  notion 
de  la  dérivée,  on  a  été  naturellement  conduit  à  chercher  la 
dérivée  de  cette  fonction  a. 

Or,  quand  x  varie  de  \j.\j! ,  j  varie  d'une  quantité  égale  à 
l'aire  du  trapèze  mixtiligne  [/MM';/,  lequel,  si  \}.\j!  est  assez 
petit,  se  trouve  compris  entre  les  rectangles  [j.MIij/,  ;j,KM'i/ 
obtenus  en  menant  MI  et  JNl'K  parallèles  à  OX.  Mais  ces  deux 
rectangles    ont   respectivement    pour  mesure  les   produits 

M'x.  a[;.',  M'a'.  [J.[J.' . 

Le  rapport 

y.MMV 

vv- 

est  donc  compris  entre  M;x  et  M';/  et,  par  suite,  sa  limite 
est  M;j.  lorsque  [j.\j.'  tend  vers  zéro. 

Donc  Yaire  du  trapèze  mixtiligne  xkM\).  a  pour  dérivée 
rordoimée  M[/  =  /  [x]  qui  correspond  à  Vahsci.'^ne  variable 
0;x  =  ./•. 

La  question  des  quadratures  se  trouve  ramenée  de  la  sorte 
à  la  recherche  d'une  fonction  ayant  pour  dérivée  /(./),  c'est-à- 
dire  au  problème  analytique  inverse  de  celui  auquel  conduit 
le  problème  des  tangentes. 

^.  Le  passage  d'une  fonction  à  sa  dérivée  et  le  retour  de 
la  dérivée  à  la  fonction  primitive  ont  constitué,  dès  le 
début,  l'unique  objet  du  calcul  ditférentiel  et  du  calcul 
intégral.  Mais  bientôt  des  généralisations  se  sont  offertes. 
D'abord,  la  dérivée  d'une  fonction  étant  une  fonction  de  la 
même  variable,  on  peut  calculer  la  dérivée  de  cette  dérivée, 
ou  dérivée  du  second  ordre,  puis  prendre  la  dérivée  de  celle-ci 
<{u'oii  nomme  dérivée  du  troisiétne  ordre  et  ainsi  de  suite. 
D'autre  part,  si  l'on  considère  une  fonction  de  plusieurs 
variables  ,/■,  y,  ;,  on  peut  chercher  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion en  ne  faisant  varier  que  ./•  et  traitant  y  et  z  comme 
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des  constantes  ;  on  obtient  ainsi  ce  qu'on  appelle  la  dérku^e 
'partielle  par  rapport  à  x,  et  il  existe  de  même  une  dérivée 
par  rapport  à  chacune  des  autres  variables  y  ^i  z.  Enfin 
ces  dérivées  partielles,  étant  à  leur  tour  des  fonctions 
de^,  y,  -S,  donneront  chacane  des  dérivées  partielles  du  second 
ordre  et  ainsi  de  suite. 

Grâce  à  ces  considérations,  nous  pouvons  maintenant  pré- 
ciser l'objet  du  calcul  différentiel  et  celui  du  calcul  intégral. 

Le  calcul  différentiel  comprend  l'ensemble  des  règles  rela- 
tives au  calcul  des  dérivées  des  divers  ordres  des  fonctions 
explicites  ou  implicites  d'une  ou  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. 

Le  calcul  intégral  comprend  l'ensemble  des  méthodes 
propres  à  déterminer  des  fonctions  d'après  des  équations  oii 
ces  fonctions  sont  engagées  avec  leurs  dérivées  des  divers 
ordres  et  les  variables  indépendantes. 

Ajoutons  que  le  calcul  intégral  a  donné  naissance  à  un 
grand  nombre  de  fonctions  nouvelles,  dont  l'étude  a  étendu 
singulièrement  le  domaine  de  l'analyse.  Sous  ce  rapport,  le 
calcul  infinitésimal  est  la  continuation  de  l'algèbre,  et  on 
pourrait,  non  sans  raison,  aujourd'hui  mieux  qu'à  l'époque 
de  Lagrange,  lui  attribuer  la  dénomination  de  théorie  des 
fonctions. 

Nous  compléterons  cette  introduction  en  exposant  les  pro- 
priétés fondamentales  des  infiniment  petits. 

ïiiûuiiiieiit  petits  des  divers  ordres 

6.  Lorsque  plusieurs  infiniment  petits  figurent  dans  une 
môme  question,  on  choisit  l'un  d'eux  a  pour  terme  de  compa- 
raison, et  on  lui  donne  le  nom  à\infiniment  petit  principal  ; 
alors,  si  un  autre  infiniment  petit  3  est  tel  que  son  rapport  à 
la  n™°  puissance  de  y.  ait  une  limite  k  déterminée  (^)  et  ditTé- 

(')  Observons  ici,  une  fois  pour  toutes,  que  Vinfuii  n'est  jDas  une  quantité 
déterminée,  sans  quoi  on  pourrait  l'augmenter,  ce  qui  serait  contradictoire. 
Quand  on  dit  qu'une  grandeur  devient  infinie,  on  entend  par  là  qu'elle  prend 
successivement  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  de  manière  à  surpasser 
toute  quantité  donnée  si  grande  qu'elle  soit. 
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rente  de  zéro,  on  dit  que  [3  est  du  7?™°  ordre  et  que  sa  valeur 
principale  est  /t;a°  ;  on  peut  écrire  d'après  cela 

1    =    ^    (    1    -f-    £) 

d'où 

.        P.  =  h-jJ^  (1  +  s),  (2) 

£  étant  infiniment  petit. 
Voici  quelques  exemples  : 
r  On  sait,  par  la  Trigonométrie,  que  les  rapports 

sin  (p  i^x 

ce  X 

ont  l'unité  pour  limite;  et  il  résulte  de  la  formule 


ces  a; 


^SUl 


x^ 


que 


COS  X 


a  pour  limite  -• 

Donc,  si  X  est  pris  pour  infiniment  petit  principal,  sinx 
et  X-^x  sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre  ayant  l'un 
et  l'autre  x  pour  valeur  principale,  tandis  que  1  —  cos  x  est  du 

second  ordre  et  a  pour  valeur  principale-  .i--* 

2°  La  relation  bien  connue,  /'  =  /cos  to  entre  la  longueur  / 
d'un  segment  rectiligne  et  la  longueur  /'  de  sa  projection  sur 
une  droite  faisant  un  angle  to  avec  ce  segment,  donne  : 

i  —  r  =  ('  (1  —  costo). 

La  différence  / —  /'  est  donc  un  infiniment  petit  du  second 
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ordre,  lorsque  l'angle  o)  est  un  infiniment  petit  du  premier 
o  rdre,  /  étant  fini.  Elle  s'abaisse  au  troisième  ordre  si  /  est, 
comme  o),  infiniment  petit  du  premier  ordre  ; 

3°  Si  l'on  désigne  par/'(j:)  la  dérivée  d'une  fonction /(.i^), 
on  peut  écrire,  d'après  la  définition  même  de  la  dérivée, 


h 


r  (^)  4-  ^ 


ou 

f[x-\-h:)-r[x)-=h[r[x)-\-,],  (3) 

£  tendant  vers  zéro  avec  h.  Si  donc  on  prend  A  pour  infi- 
niment petit  principal  et  si,  pour  la  valeur  considérée  de 
./•,  /'  [x)  est  déterminée  et  dilîérente  de  zéro,  l'accroissement 
l'  Çjc-\-h) — /(j)  de  la  fonction  sera  un  infiniment  petit  de 
premier  ordre  ayant  A /"(r)  pour  valeur  principale.  Ainsi, 
l'accroissement  d'une  fonction  est,  en  général,  un  infiniment 
petit  du  même  ordre  que  l'accroissement  de  la  variable  :  il 
y  a  exception  pour  les  valeurs  de  xqui  rendent  la  dérivée 
nulle  ou  infinie. 

7.  Remarquons  qu'il  existe  des  infiniment  petits  n'ayant 
pas  d'ordre  déterminé.  Par  exemple,  l'expression 

.     1 

y  =:  X  Slll  - 
^  X 

tend  vers  zéro  en  même   temps  que  j-,  puisque  le  facteur 
sin  -  reste  compris  entre  —  1  et  +  1  ;  mais  c'est  un  infini- 

X 

mentpetit  dont  l'ordienepeut  être  assigné,  puisque  le  rapport 
l  =  sin  -    ne  tend  pas  vers    une  limite  déterminée  lorsque 

X  X  ' 

X  tend  vers  zéro. 

8.  Le  produit  de  deux  infiniment  petits 
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dont  Fun  est  d'ordre  n,  l'autre  d'ordre  n\  peut  s'écrire 

!î(5'  =  M' %''  +  "'  (1  +  -rj), 

y;  désignant  un  infiniment  petit.  Ce  produit  est  donc  un  infi- 
niment petit  d'ordre  n-^n  ,  et  sa  valeur  principale  est  égale 
au  produit  des  valeurs  principales  des  facteurs. 

O.  Si  deux  infiniment  petits 

i^  =  7ex«  (1  +  e),  [i'  =  A'7.'^  (1  +  e') 

sont  du  même  ordre,  leur  rapport 

a  une  limite  -y-  déterminée  et  différente  de  zéro. 

Réciproquement,  si  le  rapport  de  deux  infiniment  petits 
fj  et  ^3'  a  une  limite  /^  déterminée  et  différente  de  zéro,  les 
infiniment  petits  sont  du  même  ordre  ;  car  les  relations 

dans  lesquelles  s  et  $,  sont  des  infiniment  petits,  donnent 

P'==A'^,a'Ml  +  e)(l  +  s,), 

qui  estde  la  forme /fV  (1-1-e'),  a' désignant  un  infiniment  petit 
et  k'  une  quantité  Â/i,  déterminée  et  différente  de  zéro. 

Eln  particulier,  si  deux  infiniment  petits  ont  la  même  valeur 
principale,  leur  rapport  a  pour  limite  l'unité  et  réciproque- 
ment. Il  suffit  de  faire  dans  la  proportion  directe  qui  précède 
k  =//,  et,  dans  la  réciproque,  /t,  :=!. 

Quand  deux  infiniment  petits  ont  la  môme  valeur  prin- 
cipale, on  dit,  pour  abréger  le  langage,  qu'ils  sont  équi- 
ralents. 
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Principes    relatifs    ù    la    substitution 
des   infiniment    petits 


lO.  On  11  altère  pas  la  limite  du  rapport  de  deux  infini- 
ment petits  en  substituant  à  chacun  d'eux  un  infiniment  petit 
équivalent. 

En  d'autres  termes,  si  les  infiniment  petits  y.  et  a',  3  et  fi' 
satisfont  aux  conditions 


lim  —  —  1 ,  Uni  ^  =1 ,  (4) 


on  aura 


,.       a  a 

lim  —,  =  lim  -• 

6'  B 


En  effet,  les  conditions  (4)  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 

a   ==  a  (1  -f  s)  fi'  ==  P  (1  +  -o), 

£  et  •/;  désignant  des  infiniment  petits.  On  en  déduit  la  rela- 
tion 

a'         a    1  -|-  £ 

qui,  à  la  limite,  se  réduit  à  (5). 

11.  On  n  altère  pas  la  limite  d'une  somme  de  quantités 
positives  infiniment  petites  dont  le  nombre  croU  indéfiniment, 
quand  on  remplace  chacune  cVelles  par  un  infiniment  petit 
équivalent. 

En  d'autres  termes,  soient  «j,  a^,...  a,„  des  infiniment  petits 
positifs  dont  la  somme  a  une  limite  tmie  s  lorsque  leur 
nombre  croit  indéfiniment.  Si  i3p  t^>i---  {^m  désignent  d'autres 
infiniment  petits  satisfaisant  aux  conditions 

lim^=l,  lim^  =  l,...  lim^=l,       (6) 
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011  aura 

lim(p^  +8,  +  ...  p,n)  =  s,  (7) 

En  effet,  on  peut  donner  aux  conditions  (6)  la  forme 

p,  =  a^   (1  4-  £|),        Po  =  oco  (1  +  £.,),   ...        i3„,  =  a,„  (1  -f  £,„), 

£i,so...   £„j  désignant    des    infiniment  petits.   On   en  déduit 

La  première  parenttièse  du  second  membre  ayant  pour 
limite  s,  il  suffit  de  prouver  que  la  seconde  parenthèse  a 
pour  limite  zéro.  Or,  si  Ton  désigne  par  e  la  plus  grande  des 
valeurs  absolues  de  sj,  so,...  s„„  on  voit  que  la  somme 

a,e,  4"  a^e.»  -f-  •••  4"  «,„£;„ 
est  inférieure  au  produit 

(a,  +  s^2  +  ••■  +  ^'")  ^' 

dont  les  deux  facteurs  ont  l'un  pour  limite  .y,  l'autre  pour 
limite  zéro.  Cette  somme  est  donc  nulle  à  la  limite. 

Iti,  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  peuvent  être  énoncés 
de  la  manière  suivante  . 

Quand  on  c/ip/'chr  la  linùfc  du  rapport  de  deux  infiniment 
petits  ou  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  petits  pjositifs 
dont  le  nombre  croît  indéfiniment^  on  peut^  dans  chaque 
terme  du  rapport  ou  de  la  somme ^  ne  conserver  que  les  par- 
ties infiniment  petites  de  V ordre  le  moins  élevé. 

Par  exemple,  si  l'on  propose  de  trouver  la  limite  du 
rapport 

sin  a?  -\-  5  sin'*£c  -j-  7  sin^a? 
tx  -(-  X-  -\-  \ix'^ 

lorsque  ur  tend   vers  zéro,    on    peut  remplacer  ce    rapport 
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par 


sma; 


ce  qui  montre  immédiatement  que  la  limite  cherchée  est  -• 

Ces  propositions  sont  d'un  usage  très  fréquent,  vu  (n''i)lama- 
nière  dontlesinfiniment  petits  interviennent  dans  l'évaluation 
de  grandeurs  déterminées.  L'avantage  considérable  qu'elles 
offrent  tient  à  ce  qu'elles  permettentde  supprimerdansles  infi- 
niment petits  considérés  la  partie  qui  rendrait  leur  compa- 
raison ou  leur  sommation  difficiles. 


CHAPITRE    II 

LES    FONCTIONS     CONTINUES 


Déflnitioii  de  la  foiitimiité 


l'3.  Une  fonction  //  =  f  [x]  n'est  bien  déiinie  dans  un 
intervalle  donné  («,  h)  que  si  à  chaque  valeur  de  j-  com- 
prise entre  a  et  b  correspond  une  valeur  déterminée  dé  y  et 
une  seule. 

Lorsque  la  relation  qui  unit  //  à  r  laisse  à  y  la  faculté  de 
prendre  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur  de  x  appar- 
tenant à  un  intervalle  donné,  la  définition  de  la  fonction, 
dans  cet  intervalle,  doit  être  complétée  par  Tadjonction 
d'autres  conditions  propres  à  lever  toute  ambiguïté.  Nous 
reviendrons  sur  ce  sujet.  Mais  il  doit  être  entendu  d'ores  et 
déjà  que,  lorsque  nous  parlerons  d'une  fonction,  il  s'agira 
toujours  d'une  fonction  bien  définie  dans  un  intervalle  indi- 
qué. 

Observons,  en  outre,  que  jusqu'à  nouvel  ordre  il  ne  sera 
question   que  de    fonctions   réelles   de   variables  réelles. 

On  dit  qu'une  fonction  /  (.r)  est  continue  ]}Our  x  =  c  lorsque 
/'  [c  +  h)  a  pour  limite /' (r)  de  quelque  manière  que  h  (ende 
vers  zéro  ;  ou,  en  termes  plus  précis,  on  dit  qu'une  fonc- 
tion /  {x)  est  continue  pour  ./•  =:  c,  si,  à  tout  nombre  positifs 
aussi  petit  qu'on  veut,  correspond  un  nombre  positif  r,  tel 
que  l'inégalité 

\  h  \    <  -n 
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entraîne 

l/-(c  +  /0-/"(^)l<^  n 

Une  fonction  est  dite  continue  dans  un  intervalle  quand 
elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  dans  cet 
intervalle. 

Toute  fonction  non  continue  est  dite  discontinue. 

14.  La  relation  fondamentale 

qui  résulte  immédiatement  (n"  6,  3")  de  la  définition  de  la 
dérivée,  montre  qu'une  fonction  f  {./)  est  contimie pour  toute 
valeur  de  la  variable  x  pour  laquelle  la  dérivée  f  (x)  est 
déterminée. 

Propriété   ïoiiclaiiieiïtale   des    fonctions   continues 


lo.  Si  une  fonction  f  [x]  est  continue  dans  un  intervalle 
(«,  b)  et  si  f  [a]  et  f  [b)  ont  des  signes  contraires^  il  existe., 
entre  a  et  6,  au  moins  une  valeur  c  de  x  qui  annule  la  fonc- 
tion f  [x). 

En  effet,  posons  -  {a-\-b)  =  o).  Si/(o>)  est  nul,  le  théorème 

est  démontré.  Si  /  (o))  est  différent  de  zéro,  nous  désigne- 
rons par  («[  6,)  celui  des  doux  intervalles  égaux  («,  w)  (o),  b) 
pour  lequel  /  [Ui)  et  /^  (6j)  ont  des  signes  opposés. 

En  raisonnant  sur  («j,  6j)  comme  on  vient  de  le  faire 
sur  («,  è),  puis  continuant  de  la  sorte,  on  formera,  si  on  ne 
rencontre  aucun  nombre  annulant  /'  [x)^  une  suite  d'inter- 


(')  Conformément  à  un  usage  généralement  adopté  de  nos  jours,  nous 
emploierons  la  notation  |  a  \  pour  désigner  la  valeur  absolue  d'une  quan- 
tité quelconque  a.  Cette  valeur  absolue  reçoit  souvent  le  nom  de  module. 
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valles 

[a,  h),  (rt,,  i,),  ...,  («„,    ba),  ..., 

tels  que  cliacmi  soit  la  moitié  du  précédeut  et  que  la  fonc- 
tion/(.r)  prenne  à  ses  extre'mités  des  valeurs  de  signes  con- 
traires. 

Les  quantités  «,  «[...  a,,,....  étant  inférieures  à  h  et  for- 
mant une  suite  croissante,  tendront  vers  une  limite  c  com- 
prise entre  a  et  b.  Les  quantités  b^  b^,...b„  étant  supérieures 
à  rt  et  formant  une  suite  décroissante,  tendront  à  leur  tour 
vers  une  limite  ;  et  cette  limite  ne  sera  autre  que  c,  puisque 
la  diiférence 

ha  —  a,,  ==-(«  —  b) 

tend  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment. 

Or,  puisque  /'  {x)  est  continue  dans  l'intervalle  [n,  6),  la 
difterence 

doit  avoir  pour  limite  zéro,  pour  n  =  oo  ;  et,  comme  cette 
diiférence  a  ses  deux  termes  de  signes  contraires,  on  aura  à 
la  limite 

2f  [':)  =  O  OU  f  (  c)   —  G, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  peut  ajouter  que,  si  la  fonction  f 'j:^  est  fonslanuncnt 
croissante  ou  constamment  décroissante  depuis  x  =  a  jus- 
quà  a;  =  6,  il  n'existe  entre  ces  limites  quune  seule  imleur 
de  X  propre  à  vérifier  F  équation  f  [x)  =  o.  Car,  si  /  [x] 
croît  sans  cesse,  par  exemple,  dans  l'intervalle  [a,  b)  et  s'an- 
nule pour  une  valeur  c  comprise  dans  cet  intervalle,  /  (.2) 
sera  négatif  tant  que  x  n'aura  pas  atteint  la  valeur  c,  puis  il 
deviendra  et  restera  positif  dès  que  x  aura  franchi  cette 
valeur. 

IG.  D'après  le  n"  15  une  fonction  continue  ne  peut  chan- 
ger de  signe  sans  s'annuler.    IMais  (il   importe  de   l'obser- 
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ver)  une  fonction  continue  peut  s'annuler  sans  changer  de 
signe  :  témoin  la  fonction  continue  .2-,  qui  s'annule  pour 
a?  =  0  en  restant  toujours  positive. 

17.  Voici  enfui  une  conséquence  inimédiale  de  la  propo- 
sition qui  fait  l'objet  du  n°  15. 

Si  une  fonction  o  (x)  est  continue  dans  un  intervalle  («,  b), 
il  existe  clans  cet  intervalle  au  moins  une  valeur  c  de  xyour 
laquelle  ©  [x]  acquiert  une  valeur  donnée  quelconque  k  com- 
prise entre  a  (a)  et  0  [b). 

En  effet  la  fonction  /  [j/)  =  o  (x)  —  k  est  continue  dans 
l'intervalle  [a,  b),  et  les  deux  nombres  f  {a)  et  /'  [b]  sont  de 
signes  contraires;  donc  il  existe  entre  a  et  b  au  moins  une 
valeur  c  telle  que  /  [c]  =  0  ou  que  ç  [c]  =  k. 

D'ailleurs,  à  toute  valeur  k  de  "o  [x]  comprise  entre  ç  («) 
et  ç  (b)  répondra  une  valeur  unique  de  x,  si  9  [x]  est  cons- 
tamment croissante  ou  constamment  décroissante  dans  l'in- 
tervalle (rt,  b). 


Fonctions     inverses 


18.  Soit  y  =  o  [x:)  une  fonction  bien  définie  et  continue 
dans  un  intervalle  («,  b)  ;  désignons  o  {a)  par  a  et  9  {b)  par  i3. 
Nous  savons,  d'après  le  n'  17,  qu'à  chaque  valeur  de  y  com- 
prise entre  y.  et  ,3  correspond  au  moins  une  valeur  de  j::  com- 
prise entre  a  et  b^  et  qu'il  n'en  correspond  qu'une  si  la 
variation  de  //  ne  change  pas  de  sens  lorsque  x  croit  de  a 
à  b.  (j'est  à  cette  condition  que  x  pourra  être  considérée 
comme  une  fonction  bien  définie  de  t/  dans  l'intervalle  con- 
sidéré. 

On  donne  à  la  fonction  3:-=  'b  (y)  ainsi  définie  le  nom  de 
fonction  inverse  de  y  =?  {x). 

19.  Cette  fonction  inverse  est  continue  lorsque  f/  varie 
entre  y.  et  3.  En  effet,  soient  x^  etxQ-{-  h  deux  valeurs  prises 
dans  l'intervalle  («,  b),  h  étant  aussi  petit  qu'on  le  voudra  en 
valeur  absolue.   Désignons   par  y^  et  y^  +  k  les   valeurs 
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correspondantes  de  ij .  A  toute  valeur  de  y  comprise  entre 
yo  ^^  yo  +  ^  répondra  (n"  18)  une  valeur  de  x  unique  et  com- 
prise entre  x^^  et  x^  +  h,  c'est-à-dire  une  valeur  aussi  voi- 
sine de  Xq  que  l'on  voudra;  ce  qui  démontre  la  continuité 

de  a:  =  ({;  (y).  * 


Révision  soiniiiaîre  des  i'oiictîoiis  élémentaires 


20.  Les  premières  fonctions  que  l'on  étudie  dans  les 
éléments  d'algèbre  sont  les  fonctions  entières  et  les  frac- 
tions rationnelles.  Le  type  des  premières  est 

y  =  A.cc"'  -|-  Ba;'"  -  '  -f  ...  -|-  H.r  +  K, 

oij  A,  B,  ...  K  sont  des  constantes  et  m  un  nombre  entier 
et  positif;  le  type  des  deuxièmes  est 


v=qs 


/  [x})  etç  (r)  étant  des  fonctions  entières. 

On  démontre  en  algèbre  élémentaire  que  la  somme  algé- 
brique et  le  produit  de  plusieurs  fonctions  continues  sont 
eux-mêmes  continus,  tandis  que  le  rapport  de  deux  fonc- 
tions continues  cesse  d'être  continu  pour  les  valeurs  de  x 
qui  annulent  le  diviseur.  Il  suit  de  là  que  les  fonctions 
entières  sont  continues  "pour  toute  valeur  de  x  et  que  les 
fractions  rationnelles  sont  continues  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  n'annulent  pas  le  dénominateur. 

21.  Après  les  fonctions  entières  et  les  fractions  ration- 
nelles, on  rencontre  Xd,  fonction  exponentielle  a''  et  son  inwcrse 
la  fonction  logarithmique. 

On  démontre  que  si  a  est  un  nombre  positif,  a""  est  bien 
définie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  positive  ou  néga- 
tive. 

CALCUL  INFLMTÉSIMAL.  2 
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Supposons  «  >■  1  ;  alors  l'exponentielle  y  =  «,.  croît  de  o 
à  +  00  lorsque  x  croît  de  —  oo  àH-  oo  ,  en  prenant  la  valeur  1 
lorsque  la  variable  x  passe  par  zéro.  Cette  fonction  étant 
continue  et  croissante,  la  fonction  inverse  est  bien  définie 
et  continue  (n°'  18  et  19)  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  y  ;  on  lui  donne  le  nom  de  logarithme  de  y  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  a  et  l'on  écrit  : 

X  =  log  y. 

Dès  que  la  base  est  choisie  (parmi  les  nombres  supérieurs 
à  1),  le  logarithme  x  de  tout  nombre  positif  y  est  fixé;  il  est 
positif  ou  négatif  suivant  que  y  est  supérieur  ou  inférieur 
à  1.  D'ailleurs,  dans  tout  système,  le  logarithme  de  la  base 
est  égal  à  l'unité  et  le  logarithme  de  l'unité  est  égal  k  zéro  ; 
on  a,  en  effet,  câ  =  a  et  «o  =  1 . 

Nous  n'avons  pas  à  revenir  ici  sur  les  propriétés  des  expo- 
nentielles et  des  logarithmes  que  nous  supposons  bien  con- 
nues du  lecteur.  Nous  rappellerons  seulement  que,  pour 
passer  d'un  système  de  logarithmes  à  un  autre,  il  faut  divi- 
ser les  logarithmes  primitifs  parle  logarithme  primitif  de  la 
nouvelle  base. 

22.  Dans  les  calculs  numériques,  on  emploie  les  loga- 
rithmes dont  la  base  est  le  nombre  10,  base  de  notre  sys- 
tème de  numération;  on  y  trouve  l'avantage  de  pouvoir,  à 
simple  vue,  écrire  la  partie  entière  ou  caractéristique  du 
logarithme  d'un  nombre  décimal  donné  quelconque  (voir 
l'Algèbre).   Ces  logarithmes  sont  dits  logarithmes  vulgaires. 

En  analyse,  on  emploie  au  contraire  presque  exclusivement 
le  système  considéré  d'abord  par  Neper,  l'inventeur  des 
logarithmes  ;  la  base  du  système  népérien  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  l'expression 

^-  =  ^  +  î  +  1^2  +^  1:2:3  +  -  +  Y:ïJZJn       ^^^ 
lorsque  le   nombre  entier  et  positif  m  croît  indéfiniment. 
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II  est  fort  aisé  d'ailleurs  de  prouver  l'existence  de  cette 
limite. 

Désignons  par  \j.  un  nombre  entier  et  positif  moindre 
que  m  ;  on  aura 

o  <  e„,-e^.  <  1.2 ...  p.  L:W^  ^  [V-  +  l.»  [v-  +  2)  "^  ••']* 

Et  comme  la  somme  entre  parenthèses  est  ésrale  à  -'  on 
peut  écrire 

1  1 

e^.  <  e,n  <  e^,.^  ^  ^^        ^^  •  ^^• 

Il  suit  de  là  que,  si,  laissant  ;j.  fixe,  on  fait  croître  m  indé- 
finiment, *^,„  croît  sans  cesse  en  restant  inférieur  à  une  quan- 
tité fixe;  il  a  donc  une  limite  déterminée  (^). 

En  désignant,  suivant  un  usage  adopté  depuis  Euler,  cette 
limite  par  la  lettre  e,  on  a  les  inégalités 

1  1 

e^.<e<  e^.  +  ^^77^  '  "'  (9) 

qui,  ayant  lieu  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  [j., 
permettent  de  calculer  e  avec  telle  approximation  qu'on 
voudra. 

Par  exemple  en  faisant  [x  =  1,  on  voit  que  e  est  compris 
entre  2  et  3. 

Voici  la  valeur  de  e  avec  13  décimales  exactes  : 

e  =  2,718281828459... 


(')  Nous  invoquons  ici,  comme  au  u"  l'i,  un  axiome  dont  on  l'ail  un  fré- 
quent usage  en  Analyse. 

Lorsqu'une  grandeur  croit  sans  cesse  (ou  du  moins  ne  décroit  jamais)  et 
reste  inférieure  à  une  quantité  lixe,  elle  a  une  limite  égale  (Ui  inférieure  à 
cette  quantité.  - 

De  même,  lorsqu'une  grandeur  décroit  sans  cesse  (ou  du  moins  ne  croit 
jamais)  et  reste  supérieure  à  celte  quantité  lixe,  elle  a  une  limite  égale  (tu 
supérieure  à  cette  quantité. 
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Si  l'on  se  bornait  à  calculer  les  9  premiers  chiffres  déci- 
maux, le  retour  fortuit  des  quatre  chiffres  1,  8,  2,  8  dans  le 
même  ordre  pourrait  faire  croire  que  e  s'exprime  par  une 
fraction  périodique.  Ce  serait  là  une  fausse  induction;  le 
nombre  e  est  incommensurable.  En  effet,  s'il  était  égal  à  une 

fraction  —  à  termes  entiers,  on  aurait,  en  vertu  des  inéera- 
q 

lités  (9)  : 

n  ^  \ 


q  '    '    1.2  ...  q     q 

d'où,  en  multipliant  par  1,  2,  3...,  q^ 


e,  (1.2.3  ...  q)  <  p  (1.2.3  ...  q-i)  <e,  (1.2.3  ...  q)  +  -. 

ce  qui  est  absurde,  puisqu'un  nombre  entier  ne  saurait 
être  compris  entre  deux  nombres  dont  l'un  est  entier  et  dont 
la  différence  est  moindre  que  l'unité. 

C'est  Lambert  qui,  en  1761,  a  établi  le  premier  l'incommen- 
surabilité du  nombre  e  ;  en  1874,  M.  Hermite,  dans  son  beau 
Mémoire  sur  la  fonction  exponentielle,  a  fait  voir  que  e  était 
un  nombre  transcendant,  c'est-à-dire  non  susceptible  d'être 
racine  d'une  équation  algébrique  à  coefficients  rationnels. 

Dorénavant,  pour  éviter  toute  confusion,  nous  désignerons 
les  logarithmes  népériens  par  le  symbole  log  et  les  loga- 
rithmes vulgaires  par  le  symbole  hog  ;  on  aura  donc,  d'après 
la  règle  citée  ci-dessus  (n°  21) 

\^^^  =Loo-e=  — ^  =  0,43/i.29M8... 
log  y  ^  log  10 

23.  Lorsque  m  est  commensurable,  d'ailleurs  positif  ou 
négatif,  on  sait,  d'après  l'algèbre,  que  .z'"  a  une  valeur  ;jo.s/- 
tive  unique  pour  chaque  ysl^uv  positive  de  x. 

On  a  donc  alors,  en  vertu  des  propriétés  des  logarithmes 

log  a;'"  =  m  log.x" 
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et  par  suite 

X"'  =  e'"'"^"^.  (10) 

Celte  égalité,  démontrée  ainsi  pour  m  commensurable,  est 
prise  pour  définition  lorsque  ?n  est  incommensurable  ;  elle 
montre  que  si  tn  est  positif,  .2'"  est  croissante  et  continue  dans 
tout  intervalle  limité  par  deux  nombres  positifs.  En  effet,  en 
premier  lieu,  quand  ^  croît  dans  Tintervalle  considéré,  log  x 
croît;  par  suite,  il  en  est  de  même  de  m  log  x  puisque  m  est 
positif,  et  enfin  de  l'exponentielle  e'"'"»  "",  c'est-à-dire  de  x"\  En 
second  lieu,  lorsque  x  varie  d'une  manière  continue  dans 
l'intervalle  susdit,  il  en  est  de  même  de  log .2^  (n°  21) 
et,  par  suite,  aussi  de  l'exponentielle  p"'  '"■'  ^,  c'est-à-dire  de  x"". 

2i.  Il  nous  reste  à  parler  des  fonctions  élémentaires 
fournies  par  la  trigonométrie. 

Soit  A  un  point  fixe  pris  sur  une  circonférence  de  rayon  1, 
M  un  point  quelconque  de  cette  courbe  et  P 
la  projection  de  M  sur  le  diamètre  OA  ; 
PM  =  sin  X  et  OP  =  cos  x  sont  des  fonc- 
tions bien  définies  de  l'arc  AM  =  x  (^).  Elles 
sont  d'ailleurs  continues;  car,  lorsque  l'arc 
AM  varie  d'une  quantité  MM'  aussi  petite 
qu'on  veut,  les  variations  correspondantes  Fio.  4. 

IM',  MI  du  sinus  et  du  cosinus  sont  moindres 
en  valeur  absolue  que  la  corde  MM',  laquelle  tend  vers  zéro 
en  même  temps  que  l'arc  MM'. 

Les  formules  fondamentales  : 

sin  X  ,  1 

tff  ar  = sec  x  = > 

^  cos  a;  cos  a? 

cos  X  ,  1 

cota'  X  =  —. cosec  x 


sui  X  sin  a? 

(1)  La  longueur  d'un  arc  de  courbe  a  été  définie  en  géométrie:  c'est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  périmèlre  d'une  ligne  brisée  inscrite  dans  cet  arc,  lorsque 
les  côtés  de  cette  ligne  brisée  tendent  vers  zéro  ;  on  a  démontré,  d'ailleurs, 
que  cette  limite  existe  et  ne  dépend  pas  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés 
de  la  ligjie  brisée  tendent  vers  zéro.  Enfin,  on  a  déduit  de  là  que  le  rapport 
d'un  arc  à  sa  corde  a  poiu-  limite  l'unité  lorsque  cet  arc  tend  vers  zéro. 
(Voir  le  Tradé  de  Géométrie  de  MM.  Rcuudié  et  De  Comberousse). 


22  CHAPITRE    II 

montrent  que  tg  x  et  sec  x  sont  continues,  sauf  pour  les 
valeurs  de  x  qui  annulent  cos  j,  et  que  cotg.i"  et  coséc  x  sont 
continues  excepté  pour  les  valeurs  qui  annulent  sin  y. 

Les  six  fonctions  sin  x,  cos  .2',  tg  x^  cotg  x^  séc  .y, 
coséc  X,  portent  le  nom  de  fonctions  circulaires  directes. 
L'étude  de  leurs  propriétés  constitue  l'objet  principal  de  la 
trigonométrie  que  nous  supposons  connue  des  lecteurs. 

Nous  devons  cependant  ajouter  quelques  mots  sur  les 
fonctions  circulaires  inverses. 

La  fonction  x  =siny  étant  continue  et  croissante  lorsque 

la  variable  indépendante  y  croît  de  — ^  à  ^i  l'inversion  est 

permise   (n"   18);    et  si  l'on  désigne   par   y^    l'arc    compris 

entre  —  5  ct^  dont  le  sinus  est  égal  à  x,  y  y  est  une  fonction 

bien  défmie  et  continue  de  x  lorsque  cette  variable  reste 
comprise  entre  —  1  et  +1.  Cette  fonction  y  y  ne  repré- 
sente qu'une  branche  de  la  fonction  ambiguë  y  qui  serait 
astreinte  uniquement  à  satisfaire  à  la  relation  x:  =  sin  y  et 
que  l'on  désigne  habituellement  par  arc  sinj^  ;  on  a,  en  etlet, 
par  la  trigonométrie, 


arc  sin  x  =i  kiz  -\-  ( —  1)'^"  y 


K  ' 


li  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 
A  chacune  des  valeurs  en  nombre  infmi  de  l'entier  k  répond 
une  détermination  spéciale  de  arc  siuj',  laquelle  reste  bien 
défmie  et  continue  en  même  temps  que  y  y  lorsque  x  varie 
de  —  1  à  H-  1 . 

Des  raisonnements  analogues  conduisent  aux  conclusions 
suivantes  : 

L'arc  compris  entre  0  et  7:  dont  le  cosinus  est  égal  à  x 
est  une  fonction  bien  définie  et  continue  de  x,  lorsque  cette 
variable  reste  comprise  entre -j-  1  et  —  1  ;  en  désignant  cette 
fonction  par  y  y,  on  a 

arc  cos  a?  =  SAtt  =h  y  ^ , 

et,    à   chaque    valeur    entière  positive   ou   négative    de    k 
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répondent  deux  déterminations  de  arc  cos  x  qui  sont  bien 
définies  et  continues,  en  même  temps  que  yj,  c'est-à-dire 
lorsque  x  est  compris  entre  —  1  et  +  1. 

L'arc  compris  entre  —  %^^  i^  dont  la  tangente  est  égale 

à  X  est  une  fonction  bien  définie  et  continue  pour  toute 
valeur  déterminée  de  x.  En  désignant  cette  fonction  par  y^, 
on  a 

arc  tgo?  =:  y^TT  -}-  y,, 

et  à  chaque  valeur  positive  ou  négative  de  l'entier /:  répond 
une  détermination  de  arc  tg  x  qui  est  bien  définie  et  continue  en 
même  temps  que  v/j,  c'est-àdire  pour  toutes  les  valeurs  déter- 
minées de  x. 

Pour  éviter  des  redites  fastidieuses,  nous  laisserons  au 
lecteur  le  soin  de  fixer  lui-même  d'une  manière  analogue 
le  sens  des  fonctions  inverses. 

arc  séc  a-,  arc  coséc  a?,  arc  cotg  a:, 

qui  sont  d'ailleurs  peu  usitées. 


Fonction  de  Fonctions 

25.  Lorsque  plusieurs  variables  y,  z^  u,  x  sont  telles 
que  chacune  d'elles  soit  une  fonction  bien  définie  de  la  sui- 
vante, la  première  y  est  évidemment  une  fonction  bien  déter- 
minée de  la  dernière  .r  ;  on  lui  donne  le  nom  de  fonction  de 
fonctions. 

Telle  est,  par  exemple,  la  fonction 

y  =  sin  [x^], 
qui  est  définie  par  les  relations 

?/  =  sin  «,  u  =  x^ 
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Il  est  aisé  de  voir  que  si  les  fonctions 

y  =  f[^),       ■3'  =  t(")'       u  =  '^[x)        (11) 

sont  continues^  y  est  une  fonction  continue  de  x. 

En  effet,  désignons  par  x^^  une  valeur  déterminée  parmi 
celles  que  peut  prendre  la  variable  indépendante  x^  et  par 
î^Q,  ;ïq,  î/q,  les  valeurs  de  i:,de  u  et  dey  qui  lui  correspondent 
en  vertu  des  relations  (11).  Lorsque  x  tendvers  Xç^^  u  tend  vers 
Wq  puisque  (^  [x)  est  continue;  par  suite  ;:;  tend  vers  z^  puisque 
9  [u)  est  aussi  continue,  et  enfin  y  tend  vers  j^q»  ^"^  vertu  de 
la  continuité  de  /  [z], 

26.  Il  résulte  de  là  que  si  u  désigne  une  fonction  continue 
dej:,  les  fonctions  sinw,  ç.o'àu,  arc  sinz^,  arc  cosm  sont  des  fonc- 
tions continues  de  la  variable  x  ;  il  en  est  de  même  pour 
rt"  si  a  est  positif,  et  aussi  pour  logz<  et  10^=^  ^^logu  gj  ^^  g^  ^ 
sont  des  fonctions  continues  de^  et  si  de  plus  u  est  positive; 
la  fonction  iC  contient  d'ailleurs  comme  cas  particulier  z<"', 
m  étant  une  constante  quelconque. 

Fonction  de  plusieurs  vai'iables 

27.  Soient  a:,  y,...  plusieurs  variables  indépendantes  qui 
peuvent  prendre,  la  première  toutes  les  valeurs  comprises 
dans  un  intervalle  («,  d)^  la  seconde  toutes  les  valeurs 
appartenant  à  un  intervalle  (è,  6'),...  L'ensemble  de  ces  inter- 
valles constitue  ce  qu'on  nomme  le  champ  dans  lequel  se 
meuvent  les  variables  j:,  y, ... 

Une  fonction  u  =  f(x^y^  ...)  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes est  bien  définie  dans  un  certain  champ,  si,  à  chaque 
système  de  valeurs  de  x^  y,  -••  comprises  dans  ce  champ, 
répond  une  valeur  déterminée  de  ii  et  une  seule. 

Une  telle  fonction  est  dite  continue  pour  x  =  x^^ 
y  =  yo'  •••  si/'(^,  y,-")  a  pour  limite /'  [xq,  y^ --Ode  quelque 
manière  que  x^   y,  •••  tendent  vers  x^^  y^  ...  ou,. en  termes 
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plus  précis,  lorsque  à  tout  nombre  positif  donné  e  aussi  petit 
qu'il  soit  répondent  des  nombres  positifs  a,  (B,  ...  tels  que  les 
inégalités 


entraînent 


\ûC     -CG^l    <   V.  \l/  —  l/o\< 


I  r{x,y,...)—f{x^,y^,...)  I  <  e, 


Les  propositions  énoncées  dans  le  dernier  alinéa  du  n°  20 
subsistent  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes. Ainsi,  les  fonctions  de  plusieurs  variables  qu'on 
obtient  en  exécutant  sur  ces  variables  et  sur  des  constantes 
des  additions,  soustractions,  multiplications  ou  divisions, 
sont  continues  pour  tout  système  de  valeurs  des  variables 
qui  n'annule  pas  le  dénominateur. 


Fonction  composée 

28.  Considérons  une  fonction  bien  définie 

de  plusieurs  variables  w,  v,  iv^  et  supposons  que  les  quantités 
u^  V,  IV  soient  elles  mômes  des  fonctions  bien  définies  d'une 
variable  indépendante  x.  La  fonction  w  est  dite  alors  une 
fonction  co?nposée  de  œ  par  l'intermédiaire  des  fonctions 
u^v^io  de  cette  variable. 

Désignons  par^ÏQ  une  valeur  déterminée  quelconque  parmi 
celles  que  la  variable  indépendante  x  peut  prendre  ;  soient 

z^Q,ï^Q,iOQles  valeurs  correspondantes  de  ?/,i\?/',  et coq=/(^/o'^0'^^'o) 
la  valeur  que  prend  alors  oj.  Il  est  clair  que  si  x  tend  vers 
zéro,  w,  î',  10  tendent  vers  Uq^  Vq,  Wq^  puisque  «,  v,  iv  sont  des 
fonctions  continues  de  x  ;  par  suite  w  tend  alors  vers  ojq 
puisque  /  est  par  hypothèse  une  fonction  continue  de  u^  i',  ic. 
Donc  :  Une  fonction  composée  w  =^f[u^  r,  w)  est  une  fonc- 
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lion  coiilinuc  de  hi  riiri(il)lr  indrpouldnlc  ,/■,  .s//  csl  uni'  fonc- 
l'ioti  cunlituic  des  fo/K-lio/is  iiiIrrntrd'Kilrcs  // ,  r,  vr,  c/  si  ers 
fonclio/is  intcniu'd'tnu'cs  sont  à  Irio'  lour  des  fondions  con- 
tinues de  ,r. 

Nous  avons  iléjù  rencontré  pliisiours  cas  particuliers  de  ce 
théorème,  et  notamment  le  cas  des  fonctions  //r,  //". 

Uemar([uons  ([iie  si  les  fonctions  intermédiaires  n,  r,  y/?  se 
réduiseul  à  une  seule //,  la  fonction  com]>osée  m  devient  sim- 
[)lement  wwc  fond  ion  de  fonction . 

Eulin,  au  lieu  de  supposer  ([ue  les  fonctions  intermédiaires 
?/,  i\  ic  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable  r,  on  peut 
concevoir  que  //,  r,  ic  soient  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes./,//,  ...  Ou  aura  alors  \\i\Q  fonction 
coniposcc  de  pliisicio's  variahlcs  inflf''j)cn<Iitntcs,(^\\\  serad'ail- 
bnirs  nue  fonclion  couliuue  de  ces  varial»les  si  y/,  r,  iv  sont 
des  fonctions  continues  de  ./■,  //  ...,  et  si  /'est  à  son  (our  une 
fonclion  continue  de  r,  u,  ir. 

2î>.  Lorsque  ré(|uation  ([ui  lie  une  fonction  //  à  une  ou  à 
plusieurs  variables  indépendantes  est  résolue  par  rapport  à  //, 
on  dit  que  //est  une  fonction  explicite.  Sinon,  on  dit  qu'elle 
est  inijdicitf;  il  lu^  sera  question  jusqu'au  cliapitre  vu  que 
de  fonctions  explicites. 


Di<|f08sioii   SUE*  I*"^   iioiii1>i*<>^  c 

30.  Le  nombre  ^' jouit  d'une  propriété  qu'il  esl  indispen- 
sable de  connaître  :  c'est  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expres- 
sion 

1+^)  (12) 


lorsque  ni  croit  iudéliniment. 

Supposons  d'abord  )n  entier  et  positif. 
La  formule  du  binôme  donne  : 


^  m)  '  ^  \^  1/2  ^  1.^2.3  ^       ^  1.^2.3... 


m 
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en  })OScint,  pour  simjililicr  l'ccriluro 

'ûi  (m  —  \  ...  (m  —  n  -\-  \ j      m  —  i   m  —  2        m  —  n~\-  i 

Un  =  ■ = ' '•••    

7n"-  m  m  m 


ou 


1  ~-\  A  _^]...(i 


m/    \         mj       V  m 

ii„  ost  donc  do  la  forme 

(1   —7.;  (1    —   fi  j    ...  fl  —À) 

a,  ,3,  ...  A  étanl  dos  nombres  positifs  inférieurs  à  1. 

Or,  on  sait,  par  l'algèbre  élémentaire  (^  j,  que  la  valeur  d'un 
tel  produit  est  comprise  entre  1  et 

Comme  on  a  ici 


i  +  t  +  .  ■  ■  +  n  —  1        (n  —  1)  n 

il  vient 

.        {-a  —  1)  n 

et,  en  divisant  par  1.  2.  ...  /^ 

1m,,  111 


1.2...  /<        1.2...  n        1.2...  'u       2m  1.2...  [v,  —  ±) 
Dès  lors,  en  faisant  successivement  n^2,  3,  ...  m,  ajou- 

(■;  Lîi  ['leuve  est  (railleurs  l'oit  aisée  : 
on  a  d'abord 

M  -  a)  (1  -  ;>;  =  1  _  (,•  +  ,%j  +  ai  >  1  -  (a  -f  ,?), 

puis,  en  nndtipliurit  par  1  —  y 

(1  -  a;  (l  -  ,*>)  (1  -  Y,  >  1   -  («  +  ,5)  —  Y  -^-  Y  ^«  +  ;^)  >  1  -  (a  +  ^  +  ï) 

et  ainsi  de  suite. 
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tant  et  augmentant  de  2  chacun  des  résultats,  on  a 

1  4-  —       ^  e     —    "'"-. 
^  m)    "   ^"^         2wi 

On  voit  par  ]à  que  la  valeur  de  l'expression  (12)  est  com- 
prise entre  deux  quantités  qui  tendent  l'une  et  l'autre  vers  e 
quand  w?  croît  indéfiniment,  d'oii  l'on  conclut  que  cette  expres- 
sion a  pour  limite  e. 

Le  théorème  subsiste  lorsque  m^  tout  en  restant  positif, 
n'est  plus  astreint  à  ne  prendre  que  des  valeurs  entières. 

En  effet,  attribuons  à  m  une  valeur  positive  quelconque, 
et  soit  \i.-\-  1  l'entier  immédiatement  supérieur  à  cette  valeur. 
L'expression  (12)  sera  moindre  que 

•+,r'  -  (^+-:)-(^+^)    <'^) 

et  plus  grande  que 

Or,  quand  m  croît  indéfiniment,  il  en  est  de  même  de 
l'entier  \h  ;  chacune  des  expressions  (13)  et  (14)  étant  alors 
le  produit  d'un  nombre  qui  tend  vers  e  par  un  facteur  qui 
tend  vers  1,  aura  pour  limite  e  ;  et,  par  suite,  il  en  sera  de 
même  pour  l'expression  (12)  dont  la  valeur  reste  toujours 
comprise  entre  celles  de  (13)  et  de  (14). 

L'expression  (12)  tend  aussi  vers  e,  lorsque  m  est  négatif 
et  qu'il  grandit  indéfiniment  en  valeur  absolue. 

En  effet,  soit 

m  =  —  (ijL  -)-  1) 
\}.  désignant  un  nombre  positif,  on  aura 
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OU 


(.+iy".(.+iy-(.H-i). 

Or,  lorsque  la  valeur  absolue  de  m  croît  indéfiniment, 
\).  devient  infini,  et  l'expression  précédente,  produit  de  deux 
facteurs,  dont  l'un  tend  vers  e  et  l'autre  vers  1,  a  pour 
limite  e. 

1 
31.  Si    l'on  pose   —  =  a,  a  tendra  vers  zéro  lorsque   m 

^  m  ^ 

croîtra  indéfiniment,  et  le  théorème  qui  précède  prendra  ce 

nouvel  énoncé  : 

i_ 

L'expression  (l  -{- x)'-^  tend  vers  e,  lorsque  a  tend  vers 
zéro. 

Plus  généralement,  Vexpressio?i  (1+a)  I*  a  pour  limite  e'', 
?',  lorsque  y.  tend  vers  ze'ro^  le  produit  y.^i  a  pour  limite  p. 
Cela  résulte  du  théorème  précédent  et  de  l'identité 


SI 


[i  +  a;P  =  [(1  +  a)'"] 


ina|î 


Par  exemple,  l'expression  (1  +sinjr)  ""^'-^  a  pour  limite  e, 
lorsque  x  tend  vers  zéro;  car,  sinjç  tend  alors  vers  zéro  et 
le  produit  sinj-.  cotg.r,  qui  est  égal  à  cosj;,  a  pour  limite 
l'unité. 


CHAPITRE  III 

PROPRIÉTÉS  DES  DÉRIVÉES 


Premiers  exemples  de  dérivées 


32.  La  dérivée  d'ime  fonction /(.r),  c'est-à-dire  (n"  2)  la 
limite  du  rapport 

f  (.^  +  h)  —  r[x) 

h         '  ^  ' 

lorsque  h  tend  vers  zéro,  est  en  général  une  quantité  déter- 
minée, indépendante  de  la  manière  dont  h  tend  vers  zéro. 
Elle  dépend  de  la  valeur  attribuée  à  x'^  c'est  une  fonction 
de  cette  variable,  que  l'on  désigne  par  la  notation 

c'est-à-dire  en  plaçant  un  accent  sur  le  symbole  /  qui  désigne 
la  fonction, 

La  dérivée  a  été  introduite  dans  la  science  par  Newton, 
sous  la  dénomination  aujourd'hui  abandonnée  àe  fluxion; 
c'est  à  Lagrange  que  l'on  doit  le  nom  de  dérivée^  ainsi  que 
la  notation  (2). 

.'Î3.  Voici  quelques  exemples  simples  : 
1"  Soit  proposé  de  calculer  la  dérivée  de  .z™,  l'exposant  m 
étant  supposé  entier  et  positif. 
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La  formule  du  binôme 


1  1  ,_l 

donne  : 


X -\-  h)'"'  —  x"'  ,    ,    m  (m  —  1)  ,        „    ,  ,    , 


La   dérivée   de  j;'"  est   donc  égale  à  la  limite  du   second 
membre,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  à 

mx"'-\  (3) 

2°  Cherchons  la  dérivée  d'une  somme.  Soit  la  somme 

F  (x)  =  F,  (x)  -f  F,{x)  -f  ...       -f  F„  {x)  =  SF^(^). 
On  a  ici 

F(^'  i-h)—  F{x)       ^  Fa-  {x  4-  h)  —  F/,  [x] 


=  S^ 


h  ^  h 

et  à  la  limite,  lorsque  h  tend  vers  zéro, 

V{x)=^F,{x)  =  F',{x)-\-Fi{x)-\-...      +F;,{x).     . 

Donc  la  dérirée  (Tune  somme  est  égale  à  la  somme  des 
dérivées. 

La  démonstration  suppose  que  chacune  des  fonctions  F,(jr), 
Fo(j')...,  F„(j;)  qui  composent  la  somme  F(j)  ait  une  dérivée 
déterminée  pour  la  valeur  de  x  que  l'on  considère.  Mais  le 
théorème  le  suppose  aussi  ;  son  énoncé  serait  vide  de  sens 
dans  le  cas  contraire  ;  il  est  donc  inutile  de  l'alourdir  en  y 
introduisant  cette  restriction. 

3°  La  dérivée  d'une  constante  C  est  nulle^  puisque  le 
numérateur  du  rapport  (1)  est  alors  égal  à  zéro  quel  que 
soit  h. 
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Il  suit  de  là  que  la  dérivée  de  G  +  ©  [x)  est  ©'  [x]  ;  en  d'autres 
termes,  les  constantes  additives  disparaissent  dans  la  dériva- 
tion. 

Au  contraire,  les  facteurs  constants  subsistent  ;  en  d'autres 
termes,  la  dérivée  de  Cs  [x]  est  Ga'  [x]  ;  car  ici  la  constante  G 
se  trouve  facteur  commun  dans  les  deux  termes  f  {x  -\-  h) 
et  f  [x)  du  numérateur  du  rapport  (1); 

4"  Enfin  il  résulte  de  ces  observations  et  de  la  règle  rela- 
tive à  la  dérivée  d'une  somme,  que  la  dérivée  d'un  poly- 
nôme entier 

kx'"  -f  Bo;'"  -  '  -f-  C^"'  -'  +  ...       -|-  Ho?  -f-  K 
est 

mkx'"-^  +  [;i)i  -  '!)  B:c"'  -2  -f  {m  —  2)  Cx'"  -^   _|_  ...       _[_  H 

On  voit  qu'on  l'obtient  en  multipliant  chaque  terme  par 
V exposant  de  x  et  diminuant  cet  exposant  d'une  unité. 


Cas  d'exception 

34.  Le  rapport  (1),  lorsque  h  tend  vers  zéro,  peut,  pour 
certaines  valeurs  de  x^  devenir  infini,  ou  ne  tendre  vers  aucune 
limite,  ou  enfin  admettre  des  limites  différentes  suivant 
que  h  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives  ou  par  des 
valeurs  négatives.  On  dit  alors  que  la  fonction  /  [x)  n'a  pas 
de  dérivée  déterminée  pour  ces  valeurs  exceptionnelles  de  x. 
Voici  des  exemples  de  ces  divers  cas  : 

1°  Soit  proposé  de  trouver  la  dérivée  de  /  [x)  =  ]Jx —  2 

pour  X  =  2,  v^    désignant  ici  la  racine  cubique  arithmétique. 
On  a  alors 

/•(2  +  A)  =^Â  /-(Sj^o, 

et  le  rapport  (1)  a  pour  expression  : 


'Â  JL 

T  °^  -^h 
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Ce    rapport  croît    donc   indéfiniment  lorsque  h  tend   vers 
zéro. 

2°  Soit  à  trouver  la  dérivée  de 


\ 

Y  ix)  =  X  sin  —1 
-   ■  co 

pour  X  =  0. 

On  a  ici 

F  (/?)=:  A  sin  |,  F(o)=o. 


et  le  rapport  (1)  a  pour  expression 


.    1 

sin  7? 
h 


qui,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  oscille  entre  —  1  et  -|-  1  sans 
tendre  vers  aucune  limite. 

3°  Soit,  enfin,  proposé  de  trouver  la  dérivée  de 


F(^) 


i_ 

1  -\-  e^-- 

pour  ^  =^  2. 
On  a 

F{2-h/0=-^>  F(2)=o, 

1  -|-  eh 

et  le  rapport  (1)  a  pour  expression 


1  +  e'" 


Or,  ce  rapport  a  pour  limite  zéro  lorsque  li  tend  vers  zéro 
par  des  valeurs  positives,  et  il  a  pour  limite  1  lorsque  h  tend 
vers  zéro  par  des  valeurs  négatives.  La  fonction  proposée 
n'a  donc  pas  de  dérivée  déterminée  pour  x  =  2. 

CALCUL  INFINITÉSIMAL.  3 
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35.  On  a  signalé,  dans  ces  derniers  temps,  des  fonctions 
continues  dont  la  de'rivée  n'est  déterminée  pour  aucune  des 
valeurs  de  la  variable  comprises  dans  un  intervalle  fini. 
Mais  ce  sont  là  des  fonctions  anormales  qui  ne  jouent  aucun 
rôle  dans  les  applications  et  dont  il  ne  saurait  être  ques- 
tion dans  cet  ouvrage.  Nous  ne  considérerons  que  des  fonc- 
tions ayant  une  dérivée  déterminée,  sauf  pour  certaines 
valeurs  isolées  de  la  variable. 

Mais  avant  d'étudier  les  règles  de  la  dérivation,  nous 
devons  faire  connaître  quelques  propriétés  des  dérivées  qui 
offrent  un  grand  intérêt. 

Principe  de  Uolle 

36.  Si  F{x)  .s'annule  pour  x  =  a  et  pour  x  =  b^  et  si  sa 
dérivée  F'  [x]  est  déterminée  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
dans  r intervalle  («,  è),  il  existe^  dans  cet  intervalle^  au 
moins  une  valeur  de  x  pour  laquelle  la  dérivée  B'  {x)  est  égale 
à  zéro. 

En  effet,  F(ir)  admet  certainement  dans  l'intervalle  («,  b) 
des  valeurs  différentes  de  zéro  ;  car,  si  elle  était  constamment 
nulle  dans  cet  intervalle,  il  en  serait  de  même  de  sa  dérivée, 
et  le  théorème  serait  démontré. 

Supposons,  par  exemple,  que  F  [x)  admette  des  valeurs 
positives  dans  l'intervalle  («,  ô),  et  considérons  la  plus 
grande  F  (c)  de  ces  valeurs  positives;  la  quantité  r,  qui, 
d'après  sa  définition,  appartient  à  l'intervalle  («,  ô),  ne  sau- 
rait être  ni  a  ni  ô,  car  F  (c)  est  positif,  tandis  que  F  [a)  et  F  [b] 
sont  nuls.  Donc,  si  l'on  désigne  par  h  un  nombre  positif  tel 
que  c  —  h  et  c  + /i  appartiennent  à  l'intervalle  («,  b),  les 
diflérences  F  (c  —  h)  —  F  (c),  F(c  +  h)  —  F  (c)  seront  néga- 
tives et  par  suite  les  rapports 

F(c— A)  —  F(c)  F(c4-70— F(c)^ 

—  h  A  ' 

seront,  le  premier  positif,  l'autre  négatif.  Mais,  puisque  la 
fonction  V  {x)  admet  pour  x:=-c  une  dérivée  déterminée,  les 


PROPRIÉTÉS    DES    DÉRIVÉES  35 

deux  rapports  en  question  doivent  tendre  vers  une  limite 
commune  lorsque  h  tend  vers  zéro.  D'ailleurs,  le  premier, 
qui  est  positif,  ne  peut  tendre  que  vers  une  limite  positive  ou 
nulle,  et  le  second,  qui  est  négatif,  ne  peut  avoir  qu'une  limite 
négative  ou  nulle  ;  donc  cette  limite  commune  est  nulle  et 
Ton  a  F'  (c)^o. 

Cette  proposition  attribuée  à  Rolle  est  d'une  grande  utilité 
en  analyse,  notamment  dans  la  théorie  des  équations. 

Théorème    des   accroîsseiiieiits    iîiiîs 

37.  Si  F{x)  et  o{x)  ont  des  dérivées  déterminées  dans  V in- 
tervalle [a,  6),  et  si  o  [x]  ne  s'annule  pas  dans  cet  intervalle^ 
on  aura 

F(5)  -  F(^)  ^  Ffc)^ 
cp  (ij  —  cp  [a)        (Sj'  (c) 

€  étant  nn  nombre  convenablement  choisi  entre  a  et  b. 
En  etfet,  la  fonction 

^[x)=¥  [x]  -Fia)-  — J^-^^^""!  ['f  {x)  —  CD  (a)], 

s'annule  évidemment  pour  ./•  =  a  et  pour  x  =  b.  D'ailleurs, 
pour  toute  valeur  de  x  située  dans  l'interv^alle  («,  b),  elle  a 
une  dérivée  déterminée,  car  on  a 

^  [x]  —  Y    {x) -77 7—  cp  ix). 

Donc,  d'après  le  théorème  de  Rolle,  cette  dérivée  s'an- 
nule pour  une  certaine  valeur  c  de  ./-  comprise  entre  a  et  6  ; 
de  là  résulte  la  relation 

,  Y{b)-Yia)    , 

F   c)  —  — ^  9   (e)  =  G, 

■  '       cp  [h]  —  cp  (a)  ^   ^  - 

et  par  suite  la  relation  (4),  que  l'on  déduit  de  la  précédente 
en  divisant  par  la  quantité  o  [c]  qui,  par  hypothèse,  n'est 
pas  nulle. 
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38.   On  écrit  souvent  cette  formule   d'autre   façon.   On 
peut  toujours  poser  : 

a  =  a?,  b  z=z  X  -\-  h  et  c  =^  x  -\-  bli  \ 

h  étant  ici  un  nombre  fmi  d'ailleurs  positif  ou  négatif,  et  ft 
un  certain  nombre,  inconnu,  mais  compris  entre  0  et  1  ;  la 
formule  (4)  devient  ainsi 


¥{œ  -\-  h)  —  F  [x)  __  ¥'  {x-{-  6/?.) 

cp  [x  -j-  h)  —  cp  (^)    ""  tp'  [x  -\-  6/?) 


(5) 


Dans  le  cas  particulier  où  o  {.r)  =jr,  ona 

F  {x  -f  h)  —F{x)  =  h¥'  [x  +  0/0,  (6) 

relation  fondamentale  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  formule 
des  accroissements  finis  ;  on  voit  qu'elle  suppose  F  [x]  con- 
tinue, mais  non  F'  (j),  qui  n'est  astreinte  qu'à  avoir  des 
valeurs  déterminées  entre  x  ei  x -\-  h. 


Conséquence  relative  iv  (itiux^  fonctions 
ayant  la  même  dérivée 


30.  On  a  vu  que  si  une  fonction  est  constante  dans  un 
certain  intervalle,  sa  dérivée  est  nulle  dans  le  même 
intervalle. 

La  réciproque  est  vraie  et  résulte  immédiatement  de  la 
formule  (6). 

En  effet,  soient  x  ei  x-^h  deux  valeurs  quelconques  com- 
prises entre  a  et  b,  et  supposons  F'  {.x)  constamment  nulle 
dans  l'intervalle  («,  b)  ;  le  second  membre  de  la  relation  (6) 
sera  nul,  et  par  suite  on  aura  : 

F  (a;  4-  h)  —  F  [x)  =  o, 

ce  qui  prouve  que  la  fonction  F  [x)  a  la  même  valeur  pour 
deux  valeurs  quelconques  de  x  choisies  à  volonté  dans  l'in- 
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tervalle  («,  b).  Ainsi,  lorsque  la  dérivée  F'  [x)  d'une  fonction 
est  co)istamment  nulle  dans  un  intervalle  (r/,  b),  la  fonction 
est  constante  dans  le  même  intervalle. 

•40.  Il  suit  de  là  que  si  deux  fonctions  f  [x]  et  cp  [x]  ont 
des  dérivées  respectivement  égales  pour  toutes  les  valeurs  de 
X  comprises  dans  un  intervalle  [a,  /v),  leur  différence  reste 
constante  dans  cet  intervcdle. 

En  ellet,  en  posant  -^  [x)  =  /'  {x)  —  ç>  (.r),  on  a 

'}'  (•^•)  =  /'  (->-■)  -  f  (^)  ; 

or,  par  hypothèse,  <h'  [x]  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  b  ;  donc  à  {x)  est  constante  dans 
l'intervalle  [a,  b). 

On  énonce  plus  rapidement  ce  théorème  en  disant  que 
deux  fonctions,  qui  ont  la  nu'nw  dérivée^  ne  peuvent  différer 
que  par  nne  constante. 

W.  On  entend  par  fonction  primitive  (n"  5)  d'une  fonc- 
tion/ [x]  une  fonction  assujettie  seulement  à  admettre  /'  (.r 
pour  dérivée. 

Soit  F  [x)  une  fonction  primitive  de  /  (/  ).  L'expression 

FH  +  C,  (7) 

oii  G  désigne  une  constante  quelconque,  sera  encore  (n"  33,  3°) 
une  fonction  primitive  de  /  [x).  Réciproquement,  toute  fonc- 
tion primitive  de  /  (./•),ne  pouvant  différer  de  F  [x]  que  par 
une  constante  (n°  40),  résultera  de  (7)  par  un  choix  conve- 
nable de  la  constante  G. 

Veut-on,  par  exemple,  la  fonction  primitive  qui  prend  la 
valeur  A  pour  x  =  a'^  on  choisira  G  de  telle  sorte  qu'on  ait 


F  [a)  -f  C  =  A, 
G  =  A  —  F  {a), 
A  +  F  (jc)  —  F  [a) 
pour  la  fonction  primitive  demandée. 


ce  qui  donne 
et  par  suite 
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En  particulier, 

"  F  {œ)  -  F  {a)  (8) 

sera  celle  des  fonctions  primitives  qui  s'annule  pour^^«. 

42.  Ainsi,  en  revenant  au  problème  des  quadratures  et 
désignant  par  a  l'abscisse  Oa  de  l'ordonnée  fixe  aA  (n°  4), 
comme  Faire  du  trapèze  mixtiligne  aAM;j.  s'annule  pour 
a;  =  «,  on  obtiendra  l'expression  de  l'aire  de  ce  trapèze  en 
cherchant  une  fonction  primitive  F  [x)  (n'importe  laquelle) 
de  la  fonction  /  [x)  qui  exprime  l'ordonnée  courante  \jM.  de 
la  courbe  PQ,  puis  retranchant  de  F  [x)  sa  valeur  F  [a) 
pour  x=  a. 


Fonction  croissante  on  décroissante 


.43.  On  dit  qu'une  fonction  /  (jp)  est  croismnle  dans  im 
intervalle  donné  [xq^  X)  si,  pour  tout  système  de  deux 
valeurs  a  qï  b  prises  dans  cet  intervalle,  l'inégalité 

b>  a  (9) 

entraîne 

■  f{b)  >f[a).  (10) 

Si,  au  contraire,  l'inégalité  (9)  entraîne 

nb)<r{a) 

la  fonction  est  dite  décroissante  dans  l'intervalle  considéré. 

Pour  qu'une  fonction  continue  f  [x)  soif  croissante  dans 
un  intervalle  (x^^  X)  il  faut  et  il  suffit  que  sa  dérivée  soit 
constamment  j)ositive  dans  cet  intervalle^  sauf  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  isolées  de  x  qui  annident  cette  dérivée. 

La  condition  est  nécessaire  :  En  effet,  puisque  la  fonction 
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est  croissante  dans  l'intervalle  [xq,  X),  le  rapport 

b  —  a 

est  positif.  Donc,  sa  limite  lorsque,  a  restant  fixe,  b  tend  vers 
«,  c'est-à-dire  /'  («),  est  positive  ou  nulle.  Ainsi  pour  toute 
valeur  a  comprise  entre  Xq  et  X,  la  dérivée  /'  {x)  est  posi- 
tive ou  nulle.  D'ailleurs,  elle  ne  saurait  être  nulle  pour  un 
intervalle  fini,  compris  entre  Xq  et  X,  si  petit  qu'il  soit,  vu 
que  la  fonction  serait  constante  dans  cet  intervalle,  tandis 
qu'on  la  suppose  croissante. 

Pour  prouver  que  la  condition  est  suffisante,  nous  distin- 
guerons deux  cas  : 

1°  Supposons/'  [x)  constammentpositive  dans  l'intervalle 
{xq,  X).  Pour  tout  système  de  valeurs  a  et  b  comprises  entre 
Xq  et  X,  on  aura,  par  le  théorème  des  accroissements  finis, 

f{b)~r{a)  =  {b  —a)r{c), 

c  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  b;  mais  /'  [c]  est  posi- 
tif ;  donc  l'inégalité  (9)  entraine  l'inégalité  (tO)  et  par  suite 
/  [x)  est  croissante  dans  l'intervalle  [xq,  X)  ; 

2°  Supposons  que  /'  (x)  soit  positif  dans  l'intervalle  (.^q,  X) 
sauf  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  qui  annulent  cette  déri- 
vée. Considérons  un  intervalle  («,  b)  compris  entre  Xq  et  X 
et  soient 

/y»  /y*  ^Y*  ^V  T 

ut/  I    k     tAj-  i)  ^      xAJ  o       ■   ■  ■      i-t-  f^ 

les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b  qui  annulent  /'  (j), 
ces  valeurs  étant  supposées  rangées  par  ordre  de  grandeur 
croissante.  On  aura  par  le  théorème  des  accroissements  finis 

f  ix^)  —f{a)  =  {x^  —a)f  (c), 

c  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  vr,,  mais  qui  n'est 
ni  ff,  ni  x^  ;  /"'  [c)  ne  sera  pas  nul  puisque,  entre  a  et  ./j,  il  n'y 
a  aucune  valeur  de  x  qui  annule  /'  [x)  ;   donc  /'  (c)  sera 
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positif  et  comme  x^  —  a  l'est  aussi,  on  aura 

f{x,)—f(a)  >  o; 
on  démontrerait  de  même  les  inégalités 

/  (^2)  —  /  (^1)  >  o; 

/■  (^3)  — /■  (^2)  >  o  ; 

/  {b)  —  f  (X,)   >  G, 

d'où  l'on  tire  par  addition 

/  (^) -/■(«)>  o  ; 

ce  qui  prouve  que  /  {x)  est  croissante  dans  l'intervalle  (j-q,  X), 
puisque  a  et  b  sont  choisies  à  volonté  dans  cet  intervalle. 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  la  proposition 
suivante  : 

Poirr  qirune  fonction  coniiriiie  f  [x)  soit  décroissante  dans 
un  intervallp  [xq,  X),  il  faut  et  il  suffît  que  sa  dérivée  soit 
constamment  négative  dans  cet  intervalle,  sauf  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  isolées  de  x  qui  annulent  cette  dérivée. 

44.  Voici  des  exemples  simples  : 
1°  Soit  F  [x)  =  ax  H-  è  ;  on  a  F'  [x)  =  a. 
Si  donc  a  est  positif,  F  (x)  est  toujours  croissante,  et  si  a 
est  négatif,  F  (j)  est  toujours  décroissante; 
2"  Soit 

F  (.t)  =  ax'^  -f-  hx  -\-  c\ 
on  a 

F'  [x]  =  '2.ax  -f-  b. 

Cette  dérivée  s'annule  donc  pour  jç  =  —  — • 
Si  a  est  positif,  F'  [x)  est  négative  pour  les  valeurs  Aq  x 
moindres  que  —  ^  et  positive  pour  les  valeurs  de  x  qui  sur- 
passent cette  valeur  ;  donc  le  trinôme  aj!^  -]-  bx  -\-  c  décroît 
dans    l'intervalle    (  —  00  ,  —  —  j   et  croit  dans   l'intervalle 

t       b  \  .......  b 

I  —  9~'  +  '^  I  '  en  sorte  qu  il  est  minimum  pour  x  =^  —  - — 
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Lorsque  a  est  négatif,  c'est  l'inverse  qui  a  lieu  ;  F'  [;.£)  est 

b       ,     ,     ,.  ^  •  1     ,   • 

positive  pour  x  <i  —  ^'  et  négative  pour  r  >>  —  ^'  le  tri- 
nôme croit  dans  l'intervalle   (  — ce    —    -—  )    et  décroît  dans 

V       .  2a  J 

l'intervalle  (  —  r-,  +  ^  )  5  il  est  maximum  pour  ./■  =  —  r — 
\       2a  J  ^  2a 

3°  Soit 

F  ix)  =  ax^  -\-  bx"-  4-  r:v  4-  d; 
on  a 

F'  [x)  =  3^.1-2  4-  2è^  +  c. 

Si  b-  —  ?>ac  est  négatif,  le  trinôme  du  second  degré  F'(^) 
est,  d'après  un  théorème  connu,  toujours  de  même  signe 
que  son  premier  terme  ;  F  [x]  est  donc  toujours  croissante,  si 
a  est  positif,  ou  toujours  décroissante  si  a  est  négatif. 

Si  ^-  —  ?)ac  est  positifs  le  trinôme  F'  (./)  s'annule  pour 
deux  valeurs  réelles  de  x  ;  désignons  ces  deux  valeurs  par 
a  et  [3,  et  soit  a  <<  i3i  1^  (-'")  est  alors  de  même  signe  que  son 
premier  terme,  sauf  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a  et  [3.  Donc,  en  considérant  les  intervalles, 

(-00,  a),  (a,   p.),  (p,  +x), 

on  voit  que,  si  a  est  positif,  F  [x]  croit  dans  les  intervalles 
extrêmes  et  décroît  dans  l'int^êrvalle  moyen,  tandis  que,  si 
a  est  négatif,  F  {x)  croît  dans  l'intervalle  moyen  et  décroît 
dans  les  intervalles  extrêmes.  Dans  le  premier  cas,  y.  répond 
à  un  maximum  et  3  à  un  minimum  ;  dans  le  second  cas, 
a  répond  à  un  minimum  et  ^3  à  un  maximum. 


CHAPITRE  IV 

LES  RÈGLES  DE  DÉRIVATION 


Dérivées  des  ïoiictions  simples 

45.  Nous  donnons  le  nom  de  fonctions  simples  aux  trois 
fonctions  :  x"'  [m  élant  entier  et  positif),  logj:-  (prêtant  posi- 
tif) et  sinr. 

Quand  on  connaîtra  les  dérivées  de  ces  trois  fonctions,  les 
règles  de  dérivation  des  fonctions  de  fonction,  des  fonctions 
inverses  et  des  fonctions  composées  permettront  de  calculer 
les  dérivées  de  toutes  les  fonctions  susceptibles  d'être  expri- 
mées explicitement  par  les  signes  usités  en  Algèbre  et  en 
Trigonométrie. 

La  dérivée  ^'",  m  étant  entier  et  positif,  est  déjà  connue 
(n°  33);  elle  est  égale  à  mx'"'\ 

Il  ne  reste  donc  qu'à  chercher  la  dérivée  de  log^  et  celle 
de  sin^. 

46.  La  dérivée  de  log.r  est  la  limite  du  rapport 

log-  (os  -\-  h)  —  los;os 
h 

lorsque   h   tend  vers  zéro.   Or,  en  posant  h  =  aj',  on  peut 
mettre  le  rapport  sous  la  forme 

£log  il-l-a)  =  ^log-^l  +a)^       _  (1) 
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et,  comme  le  second  facteur  du  secondmem  bre  tend  vers  log  e, 
c'est-à-dire  vers  l'unité,  lorsqu'on  fait  tendre  h  et  par  suite  a 
vers  zéro,  on  voit  que  la  dérivée  de  \o^x  est 

i 

X 

Cette  dérivée  serait 

Loge 

X 

si  le  logarithme  considéré  n'était  pas  népérien;  car  alors  le 
second  facteur  du  deuxième  membre  de  la  relation  (1)  aurait 
pour  limite  Log  e. 

47.  La  dérivée  de  sinjr  est  la  limite  du  rapport 

sin  [x  -f-  h)  —  sin  x 
11 

lorsque  h  tend  vers  zéro. 
Or,  la  formule 

sin  {x  -|-  h)  —  sin  a;  =  2  sin^  ces  ix-\--y  (2) 

permet  de  donner  au  rapport  précédent  la  forme 

.    h 

-^cos(^^^  +  5J- 
2 

Mais,  lorsque  h  tend  vers  zéro,  le  premier  facteur  tend 
vers  l'unité  et  le  second  vers  cos.x';  la  dérivée  de  sinj?  est 
donc  COS.Z', 
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Dérivées  des  ïoiictioiis  de  fondions 


48.  Suivant  un  usage  généralement  adopté,  nous  indi- 
querons désormais  l'accroissement  (positif  ou  négatif)  d'une 
quantité  en  plaçant  la  lettre  A  devant  le  symbole  qui  repré- 
sente cette  quantité.  Ainsi  l'accroissement  de  la  variable  jf,  que 
nous  avons  jusqu'ici  désigné  par/?,  sera  désigné  par  Aj',  et 
l'accroissement  correspondant 

f{x-^^^x)—f  {x) 

de  la  fonction  ij  =-/'  (./)  sera  représenté  par 

A/  [x]  '  ou  Ay. 

Cette  notation  très  expressive  permet  d'éviter  la  confusion, 
surtout  dans  le  cas  où  l'on  a  à  considérer  les  accroissements 
de  plusieurs  quantités. 

49.  Cela  posé,  considérons  une  fonction  de  fonction  défi- 
nie par  les  relations 

y  =  f(u),  u=^  [x).  (3) 

Attribuons  à  la  variable  indépendante  x  un  accroissement 
Aa:;  u  prendra  dès  lors  un  accroissement  A?^,  auquel  répondra 
à  son  tour  un  accroissement  Ay  de  la  fonction  y.  D'ailleurs, 
quand  A^f  tend  vers  zéro,  Aw  tend  lui-même  vers  zéro  et  par 
suite  aussi  Ay.  Si  donc,  dans  l'identité 

Aï/  Ay   Lu 

Lx        Am    Lx 

on  passe  à  la  limite  pour  Aa:  =  o,  et  si,   comme   nous   le 
supposons,  les  fonctions  /'(m)  et  œ  [x]  ont  des  dérivées  déter- 
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minées,  le  second  membre  deviendra 

et  par  suite   la  fonction  y  aura  une  dérivée  déterminée  et 
donnée  par  la  formule 

y'  =  f{ti).<f'{x).  (-4) 

Donc  :  la  dérivée  cVuiie  fonction  de  fonction  est  égale  au. 
produit  des  dérivées  des  fonctions'  dont  elle  est  formée. 
Exemples  :  Si  u  désigne  une  fonction  de  j',  on  a 

(i('")'  =  mu"^~\  (i  [m  étant  entier  et  positif) 

(sin  u)'  =  ces  II.  u' 

1 

(log  u)'  =  -•  u'  [u  étant  positif). 

50.  La  démonstration  précédente  suppose  que  ^.u  ne  soit 
pas  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  un 
nombre  s  aussi  petit  qu'on  veut.  Mais,  dans  ce  cas,  Ay  est 
nul  dans  le  môme  intervalle  et  l'on  a  simultanément 

y'  =  G,  cp'  [x]  =  G, 

de  sorte  que  la  relation  (4)  est  encore  vérifiée  et  que   le 
théorème  subsiste. 

51.  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  d'une  fonction 
intermédiaire  u\  s'il  y  en  avait  plusieurs  u,  t\  ?r,  en  d'autres 
termes  si  la  fonction  y  était  définie  par  les  relations 

?/  =  F  (w),         llr=  f  [v),         u  =  (D  [ic],         te  =  ■]/  {x), 

on  partirait  de  l'identité 

Ay  A?/   Am    Au    â^w 

^x       Am   Au    à.w    Aj; 


46  CHAPITRE    IV 

d'où,  à  la  limite  pour  A^  =  o,  résulterait  la  relation 

/  =-.  F'  [u).  r  [v).  9'  [lo).  ^'  [x) 

qui  s'énonce,  en  langage  ordinaire,  comme  au  n°  50. 
Exemple  :  Soit  proposé  de  trouver  la  dérivée  de 


y  =  log  (^sia2  Ij  (5) 


on  a  ICI 

01   Ino'  1/  •        Il   11-  11   Cl  n  7/1  1/1    — 


X 

y  =  log  u\     u  =  u-,     V  =  sin  îv,     w  :=  -•  (6) 


Donc 


ou 


{  1 

y'  =  -•  2u.  cosîo.  -  ;  (7) 

Zi  O 


(8) 


et  enfin 


1 

.     ^  X 

sm-- 

^      .      X               X    \ 

2  sm  -•  cos  -  77  j 
à            6    o 

î/'  = 

2      ,     X 
--r^coig-- 

(9) 


Dans  la  pratique,  on  se  dispense  d'introduire  u,  v^  iv,  c'est- 
à-dire  d'écrire  les  expressions  (6)  et  (7).  On  obtient  immédia- 
tement la  relation,  (8)  en  disant  : 

La    dérivée  de  y  est  égale   à  la  dérivée  de    log  (  sin- -j 

1  .  .       X         . 

qui  est -r-^ — multipliée  par   la    dérivée   de   sin--'  qui   est 
sm  "^  oc  o 


2  sin  -   multipliée    par  la  dérivée  de   sin  -'  qui  est  cos  - 

o  o  o 

X         .  1 

multipliée  par  la  dérivée  de  -  qui  est  -. 
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Dérivée  d'une    fonction  inverse 


52.  Soit  îj=f[x)  une  fonction  qï  x  =  o  (y)  la  fonction 
inverse,  ù^x  et  Ay  étant  des  accroissements  correspondants, 
qui  tendent  simultanément  vers  zéro,  on  a  indentiquement 

^x 1 

S.X 

Si  donc  la  fonction  directe  y  =  f  {j')  a  une  dérivée  déter- 

\x 
minée/'  [x)  et  différente  de  zéro,  le  rapport  —  aura    pour 

.     .         1  .       . 

limite^TTT— ,  '  en  d'autres  termes,  la  fonction  inverser  =  o  (//) 
f  i^x) 

aura  une  dérivée  déterminée 

.'ly)==^)-  (10)    . 

Ainsi  :  la  dérivée  cViine  fonction  inverse  est  égale  à  la  valeur 
réciproque  de  la  dérivée  de  la  fonction  directe. 

53.  Exemple  : 

1°  Soit  y=  arc  sinr  la  fonction  inverse  de  x  =  siny. 
Quelle  que  soit  celle  des  déterminations  de  y  que  l'on  con- 
sidère (n°  24),  on  aura  , d'après  la  règle  précédente, 

1  1  1 

y'  —  —  — — 


cosy       ^i  —  Bin-y       v'i  —  ^'^ 

le   radical    devant   être  pris   avec   le   signe  de   cosy;    par 
exemple,  il  aura  le  signe  +,  s'il  s'agit  de   l'arc  y,  compris 

entre  — ^^  et  ^  dont  Je  sinus  est  ^.   Pour  toute  autre  déter- 

mination  y  r=  kr.  +  ( —  1  )''  /y,,  on  aura  y'  =  ( —  l)'--  y\-^ 

2°  Soit  y  =  cv^  dont  la  fonction  inverse  est  x  =  r^^-^' 
■^  loga 
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On  aura 

?/'  =  — ==  y  log'rt  =  a*  log'a 

ylog-a 

Il  importe  d'ailleurs  de  savoir  trouver  cette  dérivée  direc- 
tement. C'est  la  limite  du  rapport 

Aa?  Aa; 

lorsque  A.r  tend  vers  zéro.  Or,  si  l'on  pose 

a^^  =  l  -\-  a, 
le  second  facteur  devient 

aloo-« lop;'  a 

il  a  donc  pour  limite  log«,  lorsque  Ix  et  par  suite  y.  tendent 
vers  zéro,  vu  que  son  dénominateur  a  pour  limite  l'unité. 

En  particulier  e''  a  pour  dérivée  ^'. 

Le  produit  Ae''  de  e'^  par  un  facteur  constant  A  est 
d'ailleurs  la  seule  fonction  de  x  qui  se  reproduise  par  la 
dérivation.  En  effet,  soit  y  une  fonction  de  x  telle  qu'on  ait 

y'     A 

y   =:  y  ou  1_  r=  1. 


Les  deux  membres  de  cette  dernière  égalité  sont  res- 
pectivement les  dérivées  de  log  y  et  de  x  ;  et,  comme  deux 
fonctions  qui  ont  la  même  dérivée  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante  c,  on  aura 

log-2/  =  a;-f  c 
d'où 

y  z=  e^+^  =  e".  e*  =  ke^ 


LES    RÈGLES    DE    DÉRIVATION  49 

Dérivée  d'un  produit 

51.  Soit  le  produit 

y  ^::z  UV 

de  deux  fonctions  de  la  variable  x. 
On  a  successivement 

A?/  =  (u  -j-  Am)  (y  -\-  Au)  —  uv  =  wAy  -j-  wAm  -{-  Am  Au 

A?/  Au     ,        Ai«    ,    ^.u  Au   ^ 

-^=M—  +u  —  -f—  —  Aa; 
Ao;  Aa?  Aa;        Aa?  Aa7 

d'où,  en  passant  à  la  limite  pour  ^x=^o, 

y   z=  uv'  -\~  VU  .  (11) 

Donc  :  la  dérivée  d'un  produit  de  deux  facteurs  s'obtient 
en  midtipliant  chaque  facteur  par  la  dérivée  de  Vautre  et 
ajoutant. 

La  formule  précédente  peut  s'écrire 

t^'L^t.  (12) 

y        u        V 

11 
Lorsque  —  est  positif,  ce  rapport  est  égal  à  la  dérivée  de 

\o^u\  on  convient  d'après  cela  de  nommer,  dans  tous  les  cas, 
dérivée  logarithmique  d'une  fonction  u  le  rapport  de  la 
dérivée  de  la  fonction  à  cette  fonction  elle-mC'Uie. 

La  formule  (12)  s'énonce  alors  :  La  dérivée  logarithmique 
d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  logarit!;- 
miques  des  facteurs. 

Outre  sa  simplicité,  cet  én:^n3.;  oifr^  l'avautage  de  s'appli- 
quer sans  modification  au  cas  d'un  iiombro  quelconque 
de  facteurs., En  effet,  soit 

y  =    iio.ot. 

CALCUL    IXFIMTÉSIMAL.  4 
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On  a  successivement 


y    ^   U  [VWt]    ~  M    "'     U    "*"  [loi]    ~"  M    "^  U      ■      10  t 

Dérivée  d'une  puissance 


55.  Le  cas  précédent  contient  celui  d'une  puissance  //  =  ?<" 
dont  l'exposant  est  entier  et  positif.  On  a  alors 


d'où 


y  u 

^  =  m  —, 


y'  =  mu"^~^u\ 


formule  déjà  trouvée  (n"  49). 

Cette  formule  s'étend  au  cas  oii  l'exposant  m  est  quel- 
conque, u  étant  alors  supposé  positif.  On  a,  en  effet,  dans 
cette  hypothèse  (n°25), 


d'oii  l'on  déduit,  par  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions 

(n'49), 

mu'  mu'  ,„    ,    , 

y'  =  e'"io?".  =:  u'".  =  mu"^-^u 

^  u  u 


1 

Par  exemple,  pour  m  =  -i  on  a 


2 


y  ~  u2   —  sju,  y'  =-u  ^  u'  — 


1     -i-     ,  u 


Donc  :  la  dérivée  d'un  radical  du  second  degré  s'obtient 
en  divisant  la  dérivée  de  la  quantité  sous  le  radical  par  le 
double  du  radical. 
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Dérivée  d'un  quotient 

56.  Soit  le  quotient 

u 

^        u 

On  suppose   que  y  soit  différent  de  zéro  pour  la  valeur 
considérée  de  la  variable  x  dont  u  et  v  dépendent. 
On  peut  alors  chasser  le  dénominateur  et  écrire 

u  =  vy  ', 
d'où  (n°  54) 

u' v'  y 

u~'  V  y 
et  enfin 

%l' u  v' 

y        11  V 

ainsi  :  la  dérivée  logarillimique  cVun  quotient  est  égale  à 
la  dérivée  logarithmique  du  dividende  moins  la  dérivée 
logarithmique  du  diviseur. 

On  peut  dire  encore,  on  écrivant  la  formule  précédente 
sous  la  forme 

,        %ni  —  uv' 

y  = 5 — ' 

La  dérivée  d'une  fraction  s'obtient  en  divisant  par  le 
carré  du  dénominateur  le  produit  du  dénominateur  •par  la 
dérivée  du  numérateur  moins  le  produit  du  numérateur  par 
la  dérivée  du  dénominateur. 

Signalons  enfin  le  cas  où  u  =  i]  on  a  alors 

_  1 

et 

y  =--^- 
1         1 

En  particulier,  la  dérivée  de  -  est  —  — • 
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Dérivée  d'un  déterniiiianï  (^ 


57.  Soit  le  déterminant 


M,    V 


dont  les  éléments  ti,  r,  iv^  z  sont  des  fonctions  d'une  môme 
variable  x.  Le  déterminant  considéré  ici  est  du  second  ordre^ 
mais  le  raisonnement  et  la  conclusion   s'appliquent    à   un 
déterminant  d'ordre  quelconque. 
On  a 


u  -j-  A^^,   V  -f-  Au 


F  {x  -|-  ^x) 
ou,  en  vertu  d'une  propriété  élémentaire  des  déterminants, 


F  (a?  +  \x)  = 
et  par  suite 


M,      V 
W,      Z 


+ 


+ 


u,     Ay 
10,    As- 


+ 


Aif,     Ay 
A?6%    A^ 


¥  {x-{-  ^x)—¥{x) 
Ao; 


Au 

y 

Ay 
u,   — 

Aa; 

'    Ax 

A?o 

+ 

A^ 

+ 

5 

^ 

ic,   — 

A^ 

'    A;c 

t^ii  Ay 

Aa;  Ao? 

A2y  As- 

A.ii7  Aa; 


t^x 


Lorsque  A  a:  tend  vers  zéro,  les  deux  premiers  termes  du 
second  membre  tendent  respectivement  vers 


u  ,    V 

to\  z 


IV,    z' 


tandis  que  le    troisième  terme  tend  vers  zéro,  puisqu'il  est 
le    produit    de    deux    facteurs    dont    l'un    a    une    limite 


finie 


,'    ,    et  dont  l'autre  tend  vers  zéro. 

w  ,z  \ 


(')  Nous  supposons  connue  du  lecteur  la  théorie  élémentaire  des  détermi- 
nants qui  se  trouve  aujourd'hui  dans  tous  les  Traités  d'algèbre. 
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On  a  dori^  finalement  : 


^    '       \io,z\ 


M,     V 

10,    Z 


d'où  cette  règle 


La  dérivée  (Vun  déterminant  est  égale  à  la  somme  des 
déterminants  que  Von  obtient  en  remplaçant  successivement 
chaque  ligne  verticale  [ou  horizontale)  par  une  autre  for- 
mée avec  les  dérivées  des  termes  de  cette  même  ligne. 


Déi'ivées  des  ïoiictioiis  circulaires 


r>8.  Nous  savons  déjà  que  la  dérivée  de   sin  x  est  cos  x. 

La  dérivée  de  cos  x  s'obtiendrait  par  un  calcul  analogue. 
Mais  le  théorème  des  fonctions  de  fonction  la  donne  immé- 
diatement. On  a,  en  effet  : 


Sa  dérivée  es^  donc  égale  à  cos  (^ — x\   multiplié  par  la 


dérivée  de ^ —  x  qui  est — 1. 

On  a  donc 

(cos  a?)'  = 

—  sin  a;. 

Les  dérivées  de 

siiic;*? 
^          cos  a; 

séc  X  - 

_     1 

~  cosx 

s'obtiennent  par  la  règle  de  dérivation  d'un  quotient. 
On  a  ainsi  : 


,,        ,       cos;'<;.-cosa7  —  smx  { — sin  a;)       sin-'a;  +  cos^a?  1 


COS- a?  cos*  a;  cos^a? 

' —  sin  x)        sin  x 


isécx)'  =  — 


ces- a;  cos'^a; 
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On  en  déduit,  à  l'aide  du  théorème  des  fonctions  de  fonc- 
tion, 

1 


(cotg.;)'  =  [tg  (^  -  0.)]    ^  ./        . 

cos-(-  — icj 


sui-  a? 


cos  a; 

(cosécir)' 


cosM^  — a;j 


sin^o; 


59.  Quant  aux  dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses, 
on  les  obtient  par  la  règle  de  différentiation  des  fonctions 
inverses.  C'est  ainsi  que  nous  avons  trouvé  (n"  65)  pour  la 
dérivée  de  y  =  arc  sin  x. 


y  = 


\/i 


le  radical  devant  avoir  le  signe  de  cos  y. 

Soit  y  =  arc  cos  x^  on  a  d'abord  x  =  cos  y,  puis  en  diffé- 
rentiant  par  rapport  h  x  et  ayant  égard  au  théorème  des 
fonctions  de  fonction 

i  =  —  s'my,  y\ 
d'où 

1  —1 

y  = 


sin  y       \/[  —  x- 

le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  de  sin  y. 
Soit  encore  y  ==  arc  tg  x  ;  on  aura  successivement 

1 

a?  =  tgv,  1= T"  2/ ' 

^  ^  '  ces"''  y 

d'où 

i 

y   z=  ces-  V  =  -; — ; ;• 

On  trouve  de  même  :  pour  y  =  arc  cotg  x, 

1 
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et  pour  y  =  arc  séc  a?, 


y 


c\/x- 1 


le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  de  tg  y. 
Enfin  pour  y  =  arc  coséc  x^  on  a 


v; 


oc  \x 


le  radical  devant  être  pris  avec  le  signe  de  cotg  y. 

Il  est  à  remarquer  que,  comme  logx^  les  fonctions  circu- 
laires inverses  ont  des  dérivées  algébriques. 


Expression  de  l'accroissement  d'une  fonction 
de  plusieurs  a  ariables 


60.  Le  théorème  des  fonctions  de  fonction,  les  règles 
relatives  à  la  dérivation  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un 
quotient,  d'une  puissance,  ne  sont  que  des  cas  particuliers 
de  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées.  Mais,  avant 
d'exposer  cette  règle,  il  convient  d'étendre  à  une  fonction  de 
plusieurs  variables  la  formule  fondamentale  (3)  du  n°  6. 

A  cet  effet,  une  définition  nouvelle  est  nécessaire. 

Soit  u  =  /  (-^'î  y-,  -•)  une  fonction  de  plusieurs  variables 
X,  y/,  :;.  On  peut  prendre  la  dérivée  de  u  en  considérant  x 
comme  seule  variable  et  traitant  y  et  z  comme  des  constantes. 
On  donne  alors  à  l'expression  ainsi  obtenue  le  nom  de  déri- 
vée partielfe  de  a  par  rapport  à  ./;  et  on  la  désigne  par 

fx  (•^,  y,  ^)- 

Il  y  a  de  même  une  dérivée  partielle  par  rapport  à  y,  et 
une  dérivée  partielle  par  rapport  à  r  ;  on  les  désigne  res- 
pectivement par  f\j  (./■,  y,  z)  et/',  (./•,  //,  z). 
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Par  exemple,  soit 

On  a 

a  =  2Aoc  4-  2D2/,        r^j  =  SBy  +  ^Dx,        fl  =  2C  3-. 

Désormais,  quand  nous  parlerons  d'une  fonction  de  plu- 
sieurs variables,  il  sera  toujours  sous-entendu  que  cette  fonc- 
tion est  bien  définie  et  continue,  et  qu'elle  admet  des  déri- 
vées partielles  continues  au  moins  dans  un  certain  champ. 
Nos  raisonnements  ne  s'étendront  qu'à  un  champ  assez  res- 
treint pour  que  ces  conditions  soient  remplies. 

61.  Cela  posé,  voici  la  formule  que  nous  avons  en  vue  : 
Si  Von  désigne  respectivement jjar  Aj:,  Ay,  A^,  les  accrois- 
sements donnés  ci  plusieurs  variables  x^  y,   z^   et  par   Am 
V accroissement  correspondant  d'un  fonction  u  =  f  {x^  y^  z^) 
de  ces  variables^  on  a  : 

Aw  =  /%  {oc,  y,  z)  ^x  -\-  t'y  {.V,  y,  z)  ^y-]rf-l  (^,  2/,  -)  ^^      f^^x 
-f  aAa;  +  pAy  -j-  yA^,  ^     ' 

OÙ  a,  [3,  Y,  désignent  des  quantités  qui  tendent  vers  zéro 
en  même  temps  que  AoC,  Ay,  Lz. 
En  effet,  on  a 

Am  =  /-  (a;  -j-  Aa^,  y  +  Ay,  z  -\-  t^z)—f  {x,  y,  z) 
ou 

^u  =z[f[x  -\-  ^x,  y-\-  Ay,z  -\-  ^z)  —f  {x,  2/  +  At/,  ;3-  +  ^z)] 
-)-  [r  («'•,  y+^y,z  +  Lz)  —  f  [x,  y,z-{-  ^z)] 

+  If  {^^  y.  2-  +  A^)  —  /•  {x,  y,  z)], 

et,  en  appliquant  à  chaque  crochet  le  théorème  des  accrois- 
sements finis  (n°  36), 

Am  =  Aa?  f^  [x  -j-  6Aâî,  y  -j-  A^/,  z  -\~  A^) 
+  A?/  fl,  {x,  y  -f  l^y,  z  +  A^) 
+  ^2-  /•,'  [x,  y,  z  -{-  p.A^), 

où  6,  X,  p.  désignent  des  nombres  compris  entre  0  et  1. 
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Posons  actuellement 

f'x  [x  4-  6^^,  y  +  A^,  ^  +  ^^)  —  f!c  {oo,  y,z)—% 
t'y  [x,  y  +  ^^y,  ^  +  A^)  —  /;  (^,  ?/,  3-)  =  p, 

/"='  (^,  y,  -S"  -j-  !^^^)  —  A'  (•^,  ?y,  ^)  =  y  ; 

a,  |3,  Y  tendront  vers  zéro  en  même  temps  que  A^,  Ay,  Ar-. 
Il  suffit  dès  lors  d'ajouter  ces  égalités,  après  les  avoir  respec- 
tivement multipliées  par  Ax,  Ay,  A:^,  pour  obtenir  la  for- 
mule (12). 


Dérivée  d'une  îoiictioii  composée 


62.  Il  est  aisé  maintenant  de  trouver  la  dérivée  d'une 
fonction  composée 

h)  =z  f  (m,  y,  lo)^ 

c'est-à-dire  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  w,  v^  iv, 
qui  sont  à  leur  tour  des  fonctions  d'une  même  variable  indé- 
pendante X. 

Lorsque  x  prend  l'accroissement  Aj:,  les  fonctions  com- 
posantes n,  V,  w  prennent  respectivement  les  accroissements 
Au,  Af ,  Aïo,  et  l'accroissement  correspondant  Aw  de  la  fonc- 
tion composée  est,  d'après  le  numéro  précédent,  donné  par 
la  formule 

Ao)  =  fl  [u,  V,  w)  ÙlU  -\-  fl  (m,  0,  lo)  Au  -j-  f,[,  [u,  V,  tv)  t^io 
-)-  aAw  -\-  pAy  -)-  yAzy, 

OÙ  a,  [3,  Y,  désignent  des  quantités  qui  tendent  vers  zéro 
lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  A^  et,  par  suite,  A?/,  Ai;,  Aw. 
Nous  supposons  d'ailleurs,  il  est  presque  superflu  de  le 
répéter,  que  la  fonction  o)  admette  des  dérivées  partielles 
continues  et  que  u,  r,  to  admettent  des  dérivées  ordinaires 
u\  v\  10  déterminées.  Alors,  si  on  divise  les  deux  membres 
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de  la  relation  précédente  par  Ax,  on  a 

,       Am  Au  A?y 

Aa?        "^  Aa;        '  Aa? 

d'où,  à  la  limite,  lorsque  A^  tend  vers  zéro, 

^'  =  f/^M'  +  f;.v'  +  rw-io'  (13) 

Donc  :  la  dérivée  d'tme  fonction  composée  est  égale  ci  la 
somme  des  jwoduits  obtenus  en  tnultipliant  ses  dérivées  par- 
tielles par  rapport  aux  fonctions  composantes  par  les  déri- 
vées de  ces  composantes.  Tel  esl  le  théorème  des  fonctions 
composées. 

63.  Examinons  quelques  cas  particuliers  : 

1°  Soit  iù  =  ku  -\-  By  +  Cio,  A,  B,  G  étant  des  cons- 
tantes. Les  dérivées  partielles  de  oj  par  rapport  à  ?/,  v,  iv  sont 
respectivement  A,  B,  G  ;  on  a  donc 

o/  =  Au'  +  Bv'  4-  C?w'  ; 

c'est  le  théorème  sur  la  dérivée  d'une  somme. 
2°  Soit 

(0  =  iivio  ; 

les  dérivées  partielles  de  w  par  rapport  à  u,  v,  w  sont  res- 
pectivement viL\  uw,  uv ;  on  a  donc 

oj'  =  v?ou'  -f-  uw.v'  -j-  uviu  , 
ou 

iû'  __  u'  _|     £.'     I     ^^'  . 

—        r      "v      ) 

(jù  u  V  'W 

c'est  le  théorème  relatif  à  la  dérivée  d'un  produit 

u 
3°  Soit  0)  =-  :=uv~^\  les  dérivées  partielles  de  w  par  rapport 
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1 

h  u  eih.  V  sont  respectivement  -  et  —  uv^:  on  a  donc 
^  V 


u  ,      ,        vu  —  uv 

0J= UVV--  = 


V  v 


c'est  le  théorème  relatif  à  la  dérivée  d'un  quotient; 

4°  Dans   le  cas  où  il  n'y  a  qatme  fonction  composante, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

u  étant  une  fonction  de  x,  la  formule  (13)  se  réduit  à 

w'  =  /'  [u).u'  ; 
c'est  le  théorème  des  fonctions  de  fonction. 

Usage  ilu  théorème  des  fonctions  composées 


64.  Le  théorème  des  fonctions  composées  permet  de 
ramener  le  calcul  de  la  dérivée  de  toute  fonction  explicite 
d'une  seule  variable  indépendante  au  calcul  des  dérivées 
des  fonctions  simples.  Voici  comment: 

Toute  fonction  explicite  oj  de  la  variable  indépendante  x 
résulte  d'un  nombre  limité  d'opérations  effectuées  successi- 
vement sur  cette  variable.  S'il  n'y  a  qu'une  opération,  on  est 
en  présence  d'une  fonction  élémentaire;  on  peut  donc  trou- 
ver sa  dérivée.  S'il  y  a  plusieurs  opérations,  la  dernière 
devra  être  effectuée  sur  une  ou  plusieurs  fonctions  ii,  t\  to... 
déjà  formées,  et  l'on  aura: 

OJ   =/  {u,    V,     10,     ...) 

Le  théorème  des  fonctions  composées  ramènera  alors  la 
dérivation  de  m  à  celle  des  fonctions  w,  r,  u\...   et  à  celle 
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des  fonctions  qui  résultent  de  /(m,  v,  iv,...)  quand  on  y 
regarde  tour  à  tour  toutes  les  fonctions  composantes  sauf 
une  comme  des  constantes.  Si  les  fonctions  i/,  i\  îl\...  ne 
résultent  pas  d'une  seule  opération  effectuée  su  la  variable  x, 
on  traitera  chacune  d'elles  comme  nous  venons  de  l'indi- 
quer pour  w,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  des 
fonctions  élémentaires. 

65.  Quelques  exercices  sont  indispensables  pour  appren- 
dre à  calculer  les  dérivées  avec  rapidité  et  sans  hésita- 
tion. Aussi  croyons-nous  devoir  traiter  un  certain  nombre 
d'exemples  : 

1°  Soit  y  =  ?/",  u  el  V  étant  deux  fonctions  de  œ  dont  la 
première  est  supposée  positive  ;  on  a 

log  ?/  =  V  log  t<, 
d'oîi 

i/         , ,  .      u' 

y  ^      ^     u 

et  enfin 

y'  =u^-^  [vil  -f-  iw'  logif). 

L'application  du  théorème  des  fonctions  composées  con- 
duirait au  même  résultat.  En  effet,  les  dérivées  partielles 
de  II"  par  rapport  à  u  et  à  v  étant  respectivement  viC'^  et 
tC  log  u^  on  a 

y'  ^  vu^-^â'  -\-  u^logu.v'. 
Dans  le  cas  particulier  oii  u  =  v  =  jc,  on  a: 


2°  Soit 
On  a 


2/  =  log"     2  +  "^  "^  ^^  +  ^^  +  "^'M' 


h  4-  2.-g 


y 


\  ^-\-  ce  -[-  si  a  -\~  bx  -\-  oo'^  \         1  +  \^    I      1    ,       1      o 
,        |_2  '  I    V       I  I        j  2  Va  -{-  bx  4-  oc 

— T ^ZZIZZIZIZZ"  ^^  J)  ' 

-  +  x-\-\]a-{-  bx^  x"^  ^^x-{-^a-{-bx-{-c^ 
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d'où 

, l 

sja  ^  bx  -\-  ex 
3'  Soit 


On  a 


y  =  arctg[y^|^tg|]. 


y 


ou,  réductions  faites, 


y  =c 


1     s/a'  —  b-^ 
^  a  -\-  b  Gos  X 


CHAPITRE  V 


LA  DlFFEREiNTIELLE 


Définition 


66.  A  la  notion  de  la  dérivée  se  rattache  immédiatement 
celle  de  la  différentielle,  dont  la  conception  est  due  à  Leibnitz. 
Reprenons  la  relation  fondamentale 

Ay  =  y  !\x  -{-  eAa;  (1) 

de  la  page  8.  C'est  à  la  première  partie  y'Ajc  du  second  membre 
qu'on  donne  le  nom  de  différentielle.  x\insi,  par  définition, 
la  différentielle  d'une  fonction  ij  =  f  [x)  est  le  produit  de 
la  dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement  arbitraire  de 
la  variable  indépendante  x. 

On  représente  cette  différentielle  par  la  lettre  d  que  l'on 
place  devant  le  symbole  qui  désigne  la  fonction.  On  a  donc 

dy  ■=.  y  h.x         ou         df  [oc]  =  f  {oc)  i^x. 

Cette  définition,  appliquée  au  cas  oii  la  fonction  f  {x)  se 
réduit  à  la  variable  indépendante  elle-même,  donne 

dcc  =  àx,  (2) 

puisque  la  dérivée  de  x  est  égale  à  l'unité.  On  peut  donc 
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écrire 


d'où  l'on  déduit 


dy  =  y'dx^  (3) 


y=f.  '^) 


Ainsi,  en  résumé  : 

La  différentielle  de  la  variable  indépendante  n'est  autre 
que  r accroissement  arbitraire  de  cette  variable. 

La  différentielle  d'une  fonction  est  le  produit  de  la  déri- 
vée de  la  fonction  par  la  différentielle  de  la  variable  indé- 
pendante. 

La  dérivée  d'une  fonction  est  égale  au  quotient  de  la  dif- 
férentielle de  la  fonction  par  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante . 

Ajoutons  encore,  d'après  la  formule  (1),  que,.?/  Von  suppose 
l'accroissement  \x  de  la  variable  infiniment  petit.,  et  si, 
pour  la  valeur  de  x  considérée  la  fonction  a  une  dérivée 
déterminée  et  différente  de  zéro.,  la  différentielle  dy  de  la 
fonction  est  la  valeur  principale  y'  Lx  de  V  accroissement  infi- 
niment petit  Ay  de  cette  fonction. 


Interprétation  géométrifjue  de  la  différentielle 


67.  La  différentielle  dy  est  susceptible  d'une  interpréta- 
tion géométrique  fort  simple. 

Soit  G  la  courbe  qui  a  pour  abscisses  les  valeurs  de  la 
variable  indépendante  x  et  pour  ordonnées  les  valeurs  cor- 
respondantes de  la  fonction  y  =  f  [x).  Désignons  respecti- 
vement par  I  et  N  les  points  où  l'ordonnée  P'M'  voisine  de 
PM  rencontre  la  tangente  MT  au  point  M  [x,  y)  et  la  paral- 
lèle à  OX  menée  par  M.  On  a  d'abord 

doj  =  FF'  =  MN, 
puis 

MN  ~  ^  ' 
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attendu  que  chaque  membre  représente  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente.  On  déduit  de  là  NI  =  y'dx  =  dy . 
Donc  :  la  différentieUe  dy  est  égale  à  F  accroissement 

y/  w/^^  IN  =  P'I  —  PM 

/        3>^r^^fA^?  d^  r ordonnée  de  la  tangente. 

/  /       /  On  voit  de  plus  que 

oZ ■••'         X 

IM'^  NM'  —  NI  =^y—dy  =  eAa; 
FiG.  5 

Lors  donc  que  PP'  est  infiniment  petit,  si  la  tangente  MT 
n'est  parallèle  à  aucun  des  axes  coordonnés,  NI  est  un 
infiniment  petit  du  même  ordre  et  IM'  un  infiniment  petit 
d'un  ordre  supérieur. 


Différentielle  d'une  fonction  de  fonction 


68.  Considérons  une  fonction  de  fonction  définie  par  les 
relations 

y  =/■(«)!     i<  =  f  (^)-  (S) 

On  a,  comme  nous  l'avons  vu, 

y' --=  f  {ii).v'  [x). 

Introduisons    la    notation    différentielle;    cette    relation 
s'écrira 

du  —  f  !  \^. 

mais,-7^  et  -y-  étant  les  quotients  des  différentielles  de  y  et  de 

u  par  la   différentielle  dx  de  la  variable  indépendante,  on 
peut  supprimer    le    dénominateur    commun    dx  et  écrire 
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simplement 

dy  =  f'{u)  du.  (6) 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  a  y  =.  f{ii),  on  a  toujours 
dij  =f'{i()du,  que  u  soit  ou  non  la  variable   indépendante. 

Ainsi,  tandis  que  la  dérivée  y'  a  deux  expressions  diffé- 
rentes, 

2/'=/'(w),  y'  =f[u).u\ 

suivant  que  u  est  ou  non  indépendante,  la  différentielle  dy 
conserve  toujours  la  même  forme 

dy  =  f'{ii)  du. 

On  voit  par  là  que  l'emploi  de  la  différentielle  est  plus 
avantageux,  au  moins  en  théorie,  que  celui  de  la  dérivée. 
On  ne  doit  pas  oublier  toutefois  que,  dans  la  pratique, 
quand  on  calcule  dy.,  il  faut,  si  n  n'est  pas  la  variable  indé- 
pendante, c'est-à-dire  si  l'on  a  ti  =  ç(.i),  remplacer  du  par 
sa  valeur  (f'{x)  dx. 

Ainsi,  soit 

y  =:  log  sin  x  : 
on  aura 

^  *      ^     •  cas  00 

dy  =  -. — -  d.  sina;  =  -^ dx  =  coiQ;xax. 

sino;  sin  x  " 

69.  Les  avantages  de  l'emploi  des  différentielles  appa- 
raîtront de  plus  en  plus  clairement  à  mesure  que  nous 
avancerons  dans  l'étude  du  calcul  infinitésimal.  Il  nous 
paraît  cependant  utile  d'insister  ici  encore  un  peu  sur  ce 
sujet. 

Si  y  est  une  fonction  de  x.,  on  a,  en  désignant  cette  fonc- 
tion par  ç  [x), 

dy  =  -iji'  {x)  dx  ; 

les   différentielles   dx  et  dy  sont   arbitraires,   leur  rapport 
seul  est  déterminé,  et  i-ien  n'oblige  à  considérer  r  plutôt  que 

CALCUL    INFINITÉSIMAL.  5 


66         ^  CHAPITRE    V 

y  comme  étant  la  variable  indépendante;  l'emploi  des  déri- 
vées exige  au  contraire  qu'on  fasse  un  choix. 

Plus  généralement,  considérons  autant  de  variables  qu'on 
voudra,  .r,  y,  z,  u,  liées  de  telle  sorte  qu'on  puisse  les 
regarder  comme  des  fonctions  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles.  Supposons  qu'on  regarde  y,  z^  u,  comme  des  fonctions 
de  X,  on  aura 

dy  =  y'dûc,  dz  =  z'dos,         du  =  u'dx, 

d'où 

dy  dz du 

y'  ~  z'  '^  u    ~ 

Si  l'on  veut  alors  prendre  z,  par  exemple,  pour  la  variable 
indépendante,  on  pourra,  sans  nouveau  calcul,  obtenir  les 
dérivées  de  x^  y,  «,  par  rapport  à  :^;  il  suffira  de  diviser 
par  dz,  ce  qui  donnera  : 


dx        1 

dy      y 

du 

dz        z' 

dz-  z' 

dz 

Tableau  des  différeiilieiles  des  fonctions  usuelles 


70.  Voici  le  tableau  des  différentielles  des  fonctions  dont 
nous  avons  calculé  les  dérivées  dans  le  chapitre  précédent  : 

d  [a  -\-  bu,  ~\-  cv)  =  hdu  -\-  cdv 

d  (uvw)        du    ,    dv    ,    dio  ,  /u\        vJu  —  udv 

=  77+-  +  —'  ^LT     = 


UVIO  U  V  10  \v  )  V- 

du 


d  (m'")  =  mu'"- -  ' du,         d  {sfîi) 


2\/' 


u 


d\oQ:u=^ — 5  d.(a"]=--  a"-\oc^a, 

^  u  '  ^ 

du 
d  (sin  u)  =  cos  udu,     d  (ces  ic)  =  —  slnudu,      d  (tgw)  = 


cos-  u 


j,         .du  —  du       ,/       ,       X  du 

r/(arc sin  ic)  =^  — •  «(arccos?^ )  =  ^  a  arcts"?/ 


\/i  —  u'  sji—u^  i-f-u 


LA    DIFFÉRENTIELLE  67 

«,  6,  c  sont  des  constantes;  u^  i\  lo  sont  des  variables 
indépendantes  ou  dépendantes  ;  enfin,  dans  les  deux  premières 
expressions  de  la  dernière  ligne,  le  radical  a,  pour  la 
première,  le  signe  de  cos  u  et,  dans  la  seconde,  le  signe  de  sin  u. 


Différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables  indépendantes 


71.  D'après  la  formule  (12)  du  chapitre  précédent,  l'ac- 
croissement de  la  fonction  u  de  plusieurs  variables  .r,  y,  r, 
se  compose  de  deux  parties  que  nous  avons  écrites  sur 
deux  lignes  différentes  pour  les  bien  distinguer  l'une  de 
l'autre. 

Supposons  que  les  variables  x^  y,  z  soient  indépen- 
dantes. 

Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit  pour  les  fonctions  d'une 
seule  variable,  on  donne  à  la  partie  de  lu  qui  est  sur  la 
première  ligne  le  nom  de  différentielle  totale  de  la  fonction 
il  et  on  la  désigne  par  du.  On  a  donc,  par  définition, 

da  =  f!^  (x,  y,  z)  \x  -[-  /"^  [x,  y,  z)  t^y  -\~  fl^  [ce,  y,  z)  \z     (7) 

On  voit,  en  outre,  que,  si  A^,  A//,  A:;  sont  infiniment  petits 
du  premier  ordre  et  si  les  dérivées  partielles  /'/,  //,  //  ne 
sont  pas  nulles  simultanément,  l'accroissement  \u  de  la 
fonction  sera  aussi  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
dont  la  valeur  principale  sera  la  différentielle  totale  du  do 
cette  fonction. 

On  peut  d'ailleurs  constater,  en  divisant  l'une  par  l'autre 
les  expressions  de  \n  et  de  du,  que,  si  les  dérivées  par- 
tielles//,  fy\f.'  ne  sont  pas  toutes  nulles,  le  rapport 


Am  j     I       aA.'T  -\-  (j{i;/  -}-  yS.z 

n^x-^r;,^y-{.t;,^z 


cln-'-^^ 


U  pour  limite  l'unité  lorsque  A.z,  A//,  A^  tendent  vers  zéro, 
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du  moins  tant  que  les  rapports  des  accroissements  A^,  à.y^ 
A^  à  l'un  d'eux  restent  arbitraires. 

La  relation  (7),  appliquée  successivement  au  cas  où  la 
fonction  se  réduit  tour  à  tour  h  x^  y  ou  z^  donne. 

dx  =  Aflî,  cly  =  A?/,  dz  z=  A^. 

On  peut  donc  écrire,  au  lieu  de  (7), 

du  =  f^  [x,  y,  z)  dx  -\-  f'y  {x,  y,  z)  dy  +  fi  [x,  y,  z)  dz.  (8) 

Mais,  d'après  la  définition  de  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable  (n°  66),  les  termes  du  second 
membre  de  la  relation  (8)  sont  les  différentielles  respectives 
de  u  considérée  tour  à  tour  comme  une  fonction  de  la  seule 
variable  x  y  ow  z\  on  donne  à  ces  expressions 

Tx  (a-,  y,  z)  dx,  fy'{x,  y,  z)  dy,      ,.     f-!,[x,  y,  z)  dz 

le  nom  de  différentielles  partielles  de  u  par  rapporta  x,  y,  z, 
et  la  relation  (8)  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

La  différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables 
indépendantes  est  égale  à  la  somme  des  différentielles  par- 
tielles de  cette  fonction. 

72.  Un  grand  nombre  d'analystes  écrivent  la  formule  (8) 
sous  la  forme 

du    ,      ,    du    -,      .    du 
du  =z  -—-  dx  4-  -j-  dy  -4-  —  dz  . 
dx         ^    dy    ^     ^    dz 

Toutefois  cette  notation  peut  entraîner  de  graves  confu- 
sions, les  divers  du  qui  figurent  dans  cette  formule  ayant 
des  significations  différentes.  Pour  éviter  toute  erreur, 
quelques  géomètres,  à  l'imitation  d'Euler  et  de  Laplace, 
écrivent 
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les  parenthèses  indiquant  que 

/du\  /duX  /du\ 

\dx)'  \dy)'  \diy 

représentent  simplement  les  dérivées  partielles  par  rapport 
à  ic,  à  ?/  et  à  z.  Mais,  on  ne  saurait  le  dissimuler,  l'emploi 
des  parenthèses  est  un  embarras.  Aujourd'hui  on  préfère, 
à  l'exemple  de  Jacobi,  supprimer  les  parenthèses  en  em- 
ployant une  autre  forme  de  d  lorsqu'il  s'agit  de  dérivées 
partielles.  C'est  cette  dernière  notation  que  nous  adopte- 
rons ;  nous  désignerons  donc  les  dérivées  partielles  de  ii 
par  rapport  k  x,   h  y  ei  h  z  par  les  symboles  : 

'iix  ^y  tiz 

Les  différentielles  partielles  correspondantes  seront,  dès 
lors,  représentées  par 


^-  C'X,  r-   ('IJ,  —-  dZ, 

^j;  ^V  -       -  s- 


et  la  différentielle  totale  par 

du  =  -r-  c/a;  4-  T"  f '  y  +  ^  dz.  (9) 

Ainsi,  soit  u  =  .r^ffz;  on  aura 


3j/2 


et  enfm 

du  ■=  x^i/  i^iyzdx  -j-  '^xzdy  -\-  xydz 
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Propriétés  de  la  tlifférentielle  totale 


73.  Voici  deux  propriétés  de  la  différentielle  totale  qui 
sont  la  généralisation  des  propositions  des  n""  39  et  40. 

Si  une  fonction  u  de  plusieurs  variables  indépendantes 
x^  y,  z,  se  réduit  à  une  constante  pour  les  valeurs  de  ces 
variables  comprises  respectivement  entre  certaines  Htnites,  la 
différentielle  totale  du  est  nulle  entre  ces  limites;  et,  réci- 
proquement, si  la  différentielle  totale  du  est  constamment 
nulle ^  la  fonction  est  constante. 

En  effet,  comme  dx^  dy^  dz  sont  arbitraires,  la  condition 
du  =  0  entraîne 

7)10  Tiu  'bu 

r-  =  0,  —  =  o,  —  ^o, 

ôoo  ^y  OZ 

et  réciproquement.  Or  (n°  39)  les  conditions  précédentes 
expriment  :  la  première  que  u  est  indépendant  de  x,  la 
seconde  que  u  est  indépendant  de  y,  et  la  troisième  que  u  est 
indépendant  de  :;. 

74.  Voici  une  application  : 

Trouver  la  courbe  dont  les  normales  passent  jjar  un  même 
point. 

Prenons  ce  point  pour  origine,  et  soient  x  et  y  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point  quelconque  de  la  ligne 
cherchée.  Le  coefficient  ano:u]aire  de  la  tangente  étant 


celui  de  la  normale  est 


dy 

dx 


dx 
dy 
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et  l'équation  de  la  normale  est 

Pour  qu'elle  passe  par  l'origine,  il  faut  et  il  suffit  qu'on 

ait 

dx 
-^=^^' 

ou 

xdx  +  ydy  =  o, 

c'est-à-dire 

d  {x^  -f-  y^)  =  o, 

et,  par  conséquent,  d'après  le  théorème  ci-dessus, 

x^-  -{-y'-  =  0\ 

Les  courbes  demandées  sont  donc  des  cercles  ayant  pour 
centre  le  point  de  concours  des  normales. 

75.  En  appliquant  le  théorème  précédent  à  la  différence 
u  —  t^  de  deux  fonctions  ?/  et  v  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes ^,  y,  :;,...,  on  obtient  la  proposition  suivante,  qui  est 
la  généralisation  de  celle  du  n°  40  : 

Si  pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes  x,  y,  z, 
comprises  respectivement  entre  certaines  limites^  deux  fonc- 
tions u  et  V  ne  diffèrent  que  par  une  constante^  les  différen- 
tielles totales  du  et  dv  sont  égales;  et^  réciproquement ^  si  les 
différentielles  totales  du  et  dv  sont  égales^  les  fonctions  u  et 
V  ne  diffèrent  que  par  une  constante. 

Différentielle  tl'ime  l'onction  composée 


76.  Nous  avons  vu  (page  58)  que,  si  ?/,  t",  w  sont  des  fonc- 
tions d'une  même  variable  indépendante  a-,  la  dérivée  par 
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rapport  à  ^  de  la  fonction  composée  w  =  /(w,  v,  tv)  a  pour 
expression 

oi'  =  n-u'  +  r:,.v'  ^  r>', 

ce  qui,  avec  nos  nouvelles  notations,  peut  s'écrire 

dix) ^a)  du        ti(io  dv_       _cVo  dw 

dx       t)i4  dx       t)y  dx       <)m5  c/o; 

Si  donc  on  multiplie  par  dx,  on  a,  pour  la  différentielle  de  la 
fonction  composée, 

d^  —  '-^  c/îf  +  ^  f/y  +  V^  dio.  (10) 

^u  tiy  ti^^ 

Le  second  membre  a  la  forme  d'une  différentielle  totale 
(n°  72)  ;  toutefois  ici  du,  dv,  dw  ne  sont  pas  des  différentielles 
de  variables  indépendantes,  c'est-à-dire  des  quantités  arbi- 
traires, mais  au  contraire  des  différentielles  de  fonctions 
d'une  même  variable. 

77.  La  formule  (10)  subsiste  dans  le  cas  où  u,  v,  iv  sont 
des  fonctions  de  phisiei/rs  variables  indépendantes  x,  y  ;  alors 
du,  dv,  div  représentent  les  différentielles  totales  de  ces 
fonctions  u,  v,  w,  de  x  et  de  y.  La  démonstration  n'offre 
aucune  difficulté.  En  effet,  w  étant  en  définitive  une  fonc- 
tion des  variables  indépendantes  x  et  y,  on  a 


^^ax-^^:^dy.  (il) 


D'autre  part 


'dx  2u     dx  dv     dx  dlO    dx 

dcù  diO     du  3(j)      dv  diO    diO 

dy        du    dy~^  dv    dy        dio  dy 


doi 

t 

t>co 

+ 

^ 

+ 

(  -—  cJx  -\-  r—  dll 
I  «'^  -f  ^-^   -'y) 

7—  c/x  4-  r—  dy  ] 
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En  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (11),  on  obtient  : 


expression  qui  n'est  autre  que  (10),  puisque  les  parenthèses 
représentent  respectivement  les  différentielles  totales  du.,  dv^ 
dw. 

Ce  dernier  théorème  est  très  important  ;  il  en  résulte  que 
les  règles  de  diff'érentiation  d'une  somme  ^  d'un  produit^  d'un 
quotient  et  des  puissances  de  fonctions  cVune  seule  variable 
sont  applicables  au  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
i7idé pendante  s. 


Pi'incipe  de  la  superposition  des  petites  variations 


78.  Nous  avons  vu  (n"  71)  que,  si  A.^-,  Ay,  As,  ...,  sont 
des  variations  infiniment  petites  du  premier  ordre,  l'accrois- 
sement A«  de  la  fonction  u=f  [r,  y,  s,  ...)  est,  en  négligeant 
les  quantités  d'ordres  supérieurs  au  premier,  donné  par  la 
formule 


Au  =  ^  Aa;  +  ^  Ay  +  ^  A.'  +  ...  (12) 

ex  ÔIJ  àZ  ^ 


Donc,  si  une  fonction  dépend  de  quantités  qui  éprouvent  des 
variations  très  petites^  la  variation  totale  de  la  fonction  est  sen- 
siblement égale  à  la  somme  algébrique  des  variations  que  cette 
fonction  aurait  subies,  si  chacune  des  quantités  dont  elle 
dépend  eût  varié  seule. 

«  Le  principe  de  la  superposition  des  petits  mouvements  », 
dit  Cournot  dans  son  Traité  des  Fonctions.,  «  qui  joue  un  rôle 
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si  important  dans  l'explication  des  phénomènes  physiques, 
n'est  lui-même  qu'une  conséquence  du  principe  que  l'on 
vient  d'énoncer  et  qu'on  pourrait  appeler  le  principe  de  la 
superposition  des  petites  variations .  Ce  principe  fait  com- 
prendre comment  un  nombre  borné  d'expériences  fournit 
les  moyens  de  calculer  les  variations  d'une  quantité  qui 
dépend  de  plusieurs  autres,  suivant  une  loi  inconnue, 
pourvu  que  les  variations  de  ces  dernières  quantités  soient 
renfermées  dans  des  limites  étroites.  Car  il  suffira,  à  la 
rigueur,  d'observer  les  valeurs  de  Az/  pour  autant  de  sys- 
tèmes de  valeurs  de  A.2:,  A//,  A:;,  ...,  qu'il  y  a  de  dérivées 
partielles  à  déterminernumériquementdans  l'équation  (12), 
et  ensuite  cette  équation  donnera  Az<  en  fonction  linéaire 
deA^:-,  Ay,  A:;,  ...,  pour  des  valeurs  très  petites,  mais  d'ail- 
leurs quelconques,  de  ces  variations.  L'art  des  observations 
consiste  à  observer  dans  des  circonstances  qui  permettent 
de  déterminer  ces  coefficients  inconnus  avec  la  plus  grande 
précision;  la  théorie  des  chances  fournit  à  ce  sujet  des 
indications  que  nous  n'avons  pas  à  développer  ici.  » 


CHAPITRE  YI 

DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  D'ORDRE 
SUPÉRIEL'R  AU  PREMIER 


Dérivées  et  clifféreiitielles  des  divers  ordres  tl'uiie 
fonction  d'nne  senle  variable 


79.  La  dérivée  y'  ou/'(.r)  d'une  fonction  de  x  est  en  géné- 
ral une  fonction  de  cette  variable  ;  elle  admet  donc  elle-même 
une  dérivée  qu'on  nomme  dérivée  seconde  et  que  l'on  repré- 
sente par  y"  ou  f"  {x).  La  dérivée  de  cette  dérivée  seconde 
prend  le  nom  de  dérivée  troisième  et  est  représentée  par  y'" 
ou/"'(^),  et  ainsi  de  suite. 

On  nomme  différentielle  seconde  d'une  fonction  y  =  / (a^) 
la  différentielle  de  sa  différentielle  première  dy  =  y'dx^  à 
condition  de  considérer,  dans  le  calcul  de  celte  nouvelle 
différentielle,  le  facteur  dx  comme  constant,  c'est-à-dire 
comme  indépendant  de  x.  Dans  cette  hypothèse  la  dérivée 
de  ijdx  estyV/j;,  et,  par  suite,  en  désignant  par  dhj  la  différen- 
tielle seconde,  on  a 

d}y  =  [y"dx)  dx  =  y'dx'^. 

En  prenant  de  môme  la  différentielle  de  dhy,  dx  étant  tou- 
jours considéré  comme  constant,  on  a  la  différentielle  troi- 
sième qu'on  représente  par  dhj  et  qui  a  pour  expression  : 

d^y  =  [y"'dx-)  dx  =  y"'dx^^ 
et  ainsi  de  suite. 
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On  déduit  de  là 

„ c^j/  „/ <^y_ 

d'où  l'on  voit  qu'en  définissant  les  différentielles  successives 
comme  nous  venons  de  le  faire,  l'analogie  avec  la  différen- 
tielle première  se  trouve  conservée  :  de  même  que  la  dérivée 
première  y'  est  égale  au  quotient  de  la  différentielle  pre- 
mière dij  par  la  première  puissance  de  la  différentielle  dx 
de  la  variable  indépendante,  la  dérivée  7^'°™" ,  y  ^"\  est  égale  au 
quotient  de  la  différentielle  /i'''"%  d"y,  par  la  puissance  îf^""'  de 
la  différentielle  dx  de  la  variable  indépendante. 


Application  aux  fonctions  élémentaires 


80.  Voici  les  dérivées  successives  de  quelques  fonctions 
usuelles: 


i"  Soit 


y  =-  x'' 


on  aura 


dy  ,  d-i/  ,  .V  o 

•^  =ï  mx"^-\  —4  =  m  (m  —  1)  x'"-^, 

dx  clx^  ^  ^ 

—^  =  -m  (m  —  1)...  {m  —  «  +  1)  x'"-" 


Si  m  es  t  entier  et  positif,  la  dérivée  m''""""  est  constante  et  égale 
à  1,  2,  3,  ...,  m,  et  les  dérivées  suivantes  sont  nulles. 

2°  Soit 

y  ==logx; 
on  a 

'^  =  -=x~'  ^^=—ix-^ 

dx       X  '  dx'^  '       ' 

%^  ==  l~  1)«-^  1.2.3...  (w  —  l)x"'. 
dx"       '        ^  ^  ' 

3°  Soit 
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on  a: 

H  "-Il  1 

En  particulier 

lîJF  ~  ^  ' 
4°  Soit 

y  =  sin  (a;  -}-  a), 

a  étant  une  constante. 
On  a 

-^  =  cos{ûo  +  a)  =sin  (a)  +  *  +  §) 

En  particulier,  pour  ce  =  o  et  a  =^5  on  a  : 

5°  Soit  enfin 

y  =  arc  tg  a;  ; 
on  a 

dy  „ 

•y-  =  cos^  2/  =  ces  7/.  cos  7/ 

d^î/  dy  n 

■j\  =  —  2  cos  y  sin  y  -f^.  =  —  sin  2y  cos-  ?/ 

-T-^  =  —  (2  cos^  y  cos  2^/  —  2  cos  y  sin  y  sin  2?/)  cos^  y 
=  —  2  cos  3//  cos^  y 

On  en  conclut,  par  induction, 

^  =  (—  i)"-'l.  2...  [n  —  1)  cos"i/  sinn  K  ~  y) 
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sauf  à  vérifier  la  généralité  de  cette  loi  en  prouvant,  ce  qui 
ae  présente  aucune  difficulté,  que,  si  la  formule  est  vraie 
pour  la   /i'^™"  dérivée,  elle  subsiste  pour  la  dérivée  d'ordre 

n  +  1 .   . 


Dérivées  partielles  des  divers  ordres  d'une  fonction 
de   plusieurs  variables 


81.  Les  dérivées  partielles 

'du  'du  U 

dx  dy  ~dz 

d'une  fonction  u  =  f  (.t,  y,  z)  de  plusieurs  variables  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  de  ces  variables,  et  on  peut  prendre 
successivement  les  dérivées  partielles  de  chacune  d'elles  par 
rapport  à  j-,  à  y  ou  à  ::.  On  obtient  ainsi  les  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  de  la  fonction  u^  tandis  qu'on  réserve 
le  nom  de  dérivées  partielles  du  premier  ordre  aux  quan- 
tités ci- dessus. 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  cT,  à  ?/  ou  à  :;  des 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  on  obtient  les  dérivées 
jjartielles  du  troisième   ordre;  et  ainsi  de  suite. 

Si  m  est  le  nombre  des  variables  a:,  y,  :;,  ...,qui  entrent  dans 
la  fonction  «,  on  obtient  un  nombre  de  dérivées  par- 
tielles égal  à  m  pour  le  premier  ordre,  à  m-  pour  le  second 
ordre, à  m"  pour  le  /i'''"'  ordre. 

Mais  les  dérivées  partielles  ainsi  obtenues  pour  un  même 
ordre  supérieur  à  1  ne  sont  pas  toutes  distinctes.  Cela  ré- 
sulte du  théorème  suivant. 

82.  On  peut^  sans  changer  la  valeur  cVune  dérivée  par- 
tielle d'ordre  quelconque,  intervertir  Tordre  des  dérivations, 
à  condition  que  la  fonction  et  les  dérivées  partielles  jusqu'à 
l'ordre  indiqué  soient  continues. 

Il  suffit  évidemment  de  démontrer  la  possibilité  d'interver- 
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tir  l'ordre  de  deux  dérivations  successives  ;  le  théorème  géné- 
ral en  résultera  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'on 
emploie  en  arithmétique  dans  le  théorème  relatif  à  l'ordre 
des  facteurs  d'un  produit. 
Soit  donc  u  une  fonction  de  plusieurs  variables  et 

n{oo,tj),     r[My)  (1) 

les  dérivées  partielles  de  u  par  rapport  à  deux  quelconques 
X  et  y  des  variables  dont  elle  dépend  ;  pour  plus  de  rapidité, 
nous  omettons  dans  les  parenthèses  qui  accompagnent  les 
signes  f  ^ ,  f  y  les  variables  autres  que  x  et  ?/,  vu  qu'elles 
restent  constantes  dans  la  question. 

Il  s'agit  de  prouver  que,  si  l'on  prend  la  dérivée  par  rap- 
port à  y  de  la  première  des  expressions  (1)  et  la  dérivée  par 
rapport  à  .c  de  la  seconde,  les  deux  résultats  obtenus,  que 
nous  désignerons  respectivement  par 

sont  les  mêmes. 

A  cet  effet,  considérons  l'expression 

U  =  /■  K  +  /^  2/0  +  ^\)  —  /(^o  +  ^.  !/o)  —  /"(^o.  Vo  +  ^)  +  /"(^o  2/0) 

où  .ru,  //q,  h,  k  sont  des  quantités   déterminées. 
Si  l'on  pose 

/  (^>  .Vo  -\-J-)  —  f  (^%  Va)  =  ?  H' 
on  aura 

U  =  cp  (xo  +  h)  —  -^  {x^), 

et,  par  suite,  en  vertu  du  théorème  des  accroissements  finis, 

V  =  h'^' {x^  -\-  dh)  (0  <  0  <  1). 

Mais  on  a 

.  'f'  [x)  —  /!■  [OC,  y^  -f-  h)  —  f!,  [X,  y^)  ; 
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et,  par  suite,  d'après  le  théorème  déjà  cité, 

cp'  (x)  =  kf;,  [x,  y,  +  %k)  (o  <  6,  <  1), 

en  sorte  que 

Le  même  raisonnement,  en  échangeant  les  rôles  des  lettres 
X  et  y,  conduirait  à 

U  =  M  r^,  (a;,  +  X/^  2/0  +  X,A)       {1^1^^^^      (3)- 
On  a  donc,  en  comparant  les  relations  (2)  et  (3), 

ru  K  +  ^^^  .Vo  +  ^J^=  fxy  (^0  +  ^^^^  2/o  +  >^i^), 
et,  par  suite,  à  la  limite,  lorsque  h  et  h  tendent  vers  zéro, 

f'yx  (•^,  y)  =  fxi,  {oo,  y). 

83.  Gela  posé,  revenons  aux  dérivées  partielles  des  divers 
ordres  d'une  fonction  u  de  plusieurs  variables,  et  considérons 
d'abord  le  cas  oii  ces  variables  ne  sont  qu'au  nombre  de 
deux,  X  et  y. 

La  dérivée  partielle  ^5  quand  on  prendra  successivement 

cX 

sa  dérivée  par  rapport  à  j:  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y, 
donnera  deux  dérivées  partielles  du  second  ordre  que  nou  s 
désignerons  respectivement  par 

L'autre  dérivée  partielle  du    premier  ordre  ^?  quand  on 

prendra  successivement  sa  dérivée  par  rapport  à  y  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  x,  donnera,  à  son  tour,  deux  dérivées 
partielles  du  second   ordre,  que  nous  désignerons  respecti- 
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vement  par 

7:1  xb  y  t^«/^ 

Mais,  d'après  le  théorème  ci-dessus,  on  a 

'dx^l/  'dy'dx 

Il  n'y  a  donc  que  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre 
distinctes 

Elles  ont  pour  expression  générale 

a  et  (3  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  dont  la  somme  est 
égale  à  2. 

L'expression  générale  des  dérivées  partielles  de  l'ordre  n 
d'une  fonction  ti  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
^,  //,  ...,  f  est 

:>x=':)u\\..^t^  ' 

a,   i3 ,6  étant  des  entiers  positifs    ou  nuls    ayant   pour 

somme  n.  L'exposant,  dont  la  différentielle  d'une  variable 
quelconque  est  affectée,  dans  le  dénominateur  de  ce  symbole, 
indique  le  nombre  des  dérivations  relatives  à  cette  variable. 
Par  exemple,  la  notation 


:>x':>>/^z- 


roprésente  le  résultat  obtenu  en  prenant  deux  fois  de  suite 
la  dérivée  par  rapport  à  :;,  puis  une  fois  la  dérivée  par 
rapport    à  y,    enfin  deux   fois  la  dérivée  ))ar  rapport  à  x. 

CAI.CUl,    INI'IMTl';SIMAI,.  C 
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Voici,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
clarté,  le  tableau  de  ces  opérations  successives,  en  supposant 


On  a 


—  =  Âx^y^z^  ^  =  l^x^y^z^, 


Différentielles  partielles  et  différentielles  totales 
des  ordres  supérieurs  des  fonctions  tle  plu- 
sieurs A'ariables  indépentlantes. 


84.  Considérons  d'abord  une  fonction  ii  de  deux  variables 
indépendantes  j:  et  y  ;  chacune  des  différentielles  partielles 
du  premier  ordre 

r—  dx,  r—  du 

?jc      '  ^y 

donnera  deux  différentielles  partielles  du  second  ordre 
quand  on  la  différentiera  successivement  par  rapport  à  ^ 
et  à  y.  Dans  ces  différentiations  les  différentielles  dx  et  df/ 
des  variables  indépendantes,  qui,  comme  on  sait,  sont  arbi- 
traires, seront  supposées  constantes.  D'après  cela,  en  diffé- 
rentiant 

r—  dx 
ox 

par  rapport  à  x,  on  aura 
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et,  en  différentiant  par  rapport  à  y,  on  aura 
L'autre  différentielle  partielle  du  premier  ordre 

'du     ^ 

donnerait  les  différentielles  partielles  du  second  ordre 
dycix,  r—  dy^; 


et,  comme 

on  a  finalement  les  i/'ois  différentielles  partielles  du  second 
ordre  distinctes 

Le  type  général  des  différentielles  partielles  d'ordre  n 
d'une  fonction  u  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
pendantes jc,  y,  ....,  /  est 

iJyl'..Mt'>  ''"^dyh.MK 
n  désignant  la  somme  a+  i3  -f-  ....  +0. 

85.  Enfin  il  y  a  lieu  aussi  de  distinguer  des'différentielles 
totales  des  divers  ordres. 

u  étant  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
la  différentielle  totale  du  définie  au  n°  72  prend  le  nom  de 
différentielle  totale  du  premier  ordre.  On  nomme  différen- 
tielle totale  du  second  ordre^  et  on  représente  par  d-u  la  dif- 
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férentielle  totale  de  du,  c'est-à-dire  la  somme  des  différen- 
tielles partielles  de  du.  De  même,  on  nomme  différentielle 
totale  du  troisième  ordre  et  l'on  représente  par  dhi  la  dif- 
férentielle totale  de  d-u  ;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  calculer  ces  différentielles  successives. 

Pour  avoir  la  différentielle  totale  d'une  fonction  u  de  plu- 
sieurs variables  .r,  y,  :;.,  il  faut,  d'après  la  définition  même 
de  cette  différentielle,  prendre  les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  par  rapport  à  j^,  y,  z,  multiplier  respective- 
ment ces  dérivées  par  dx,  djj,  dz,  puis  ajouter.  En  appli- 
quant cette  règle  à  la  différentielle  totale  du  premier  ordre 

du  =:z  r—  dx  A-  ^~  dii  A-  —  dz  (4) 

ex  oy    ''    ^    ùz  ^  ^ 

on  a 

or,  les  variables  x,  y,  :;  étant  indépendantes,  dx^  dij.,  dz  sont 
constantes,  en  sorte  qu'on  a 

?   (du)     -  /'à-U     ,        ,       i)-M       ,        ,       y-U       j    \      -,      \ 

— - — ■  dx  =:  (  <— :  dx  H-  ^   ^  ■  du  -\-  z—-—  dz     dx 
dx  \ix^         '    lix^y    ^    '    l^x^z       )        I 

— î^ —  dz  =     r-r-  dx  4-  r— r-  dî/  4-  ^r-^  dz  )  dz  ] 
dz  \dxl>z  '    ^i/:^z    ^    '     ^z^       )         j 

d'oii,  par  addition, 

d'^U  =3  r-T,  dx^  -f  r— :;  dl/^  4-  :-—    dz^  (l] 

ox^  ôy^     ^      '     ôz^  ^ 

I      a     ^^^''        7       7  I     c.     ^^^f'       7       7  <      a    ^'^      1       7 

+  2  r— —  dxdu  -f  2  r-^-  dxdz  4-  2  :-^  dydz. 
'       ^07^/7         -^    '       ^x^z  '       ^y^z    ^ 

On  peut  écrire  symboliquement 

d-u  ^  {  ^—  dx  A-  —  du  A-   ^  dz  . 

\^x  '    ^y    ''     '     ^z       j 
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à  condition  de  remplacer  'du-  par  ?>%  aux  numérateurs  des 
divers  termes  du  carré  effectué. 

En  général  on  peut  écrire  symboliquement 

/'du     ,         ,      'du     ,         ,      ?M     ,    N"  ,„. 

d"u  =  (^-  dx  +^/y  +  y^  d^)  '  (8) 

pourvu  qu'après  avoir  développé  la  n'™"  puissance  on  rem- 
place au  numérateur  de  chaque  terme  ^«''  par  ci"w. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que,  si  la  loi  est  vraie 
pour  f/"w,  elle  subsiste  pour  <f/"+'z/. 

A  cet  efTet,  prenons  dans  d''u  un  terme  quelconque 

T  =  K  ^^^,^^^^^,.  dxrdydzr, 

OÙ  p  -]r  q  -]-)'=  n.  Ldi.  partie  de  d'^-'^hi  provenant  du 
terme  T  sera 

^T  DT  ^T 

::—  dx  -\-  :r-  du  -{-  —  dz  \  -  (9) 

dx  ^    dii     -^    ^    dz        '  ^  ' 


or 


-—  dx  —  K  .    „,  ..   ^.,.     dxP+^difdz'- 

dx  dxP^^dlfd'  Z  ^ 

dl  ,,        d"+hi. 

-^dij  =  k  r-— T r;—  dx^dy^i^^ dz'' 

dy    -^  dxi'dyi^^dz'  ^ 

dT  d"-+^u 

^—  dz  =.  K  ;-— r — ;-— —  dxrdifdz'"^\ 

dz  dxPdy'idz^^^  ^ 

La  partie  (9)  peut  donc  s'écrire  symboliquement 

'du     ,         ,     du     ,        ,      du     ,    \ 


^   (du  ,     du  du  \ . 


et,  comme  on  peut  en  dire  autant  pour  chaque  terme  de  d"i(, 
on  voit  que  le  calcul  direct  de  d"^^u  conduira  à  écrire  les 
mêmes  termes  que  la  multiplication  symbolique  de  cl"u  par 

du     ,         ,     ()?f     ,        .     du     j 

xr-  dx  -\-  r-  du  -\-  T—  dz. 
dx  ^    ^1/    ^    ^    dz 
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Si  donc  d"u  s'écrit  symboliquement  comme   l'indique  la 
formule  (8),  d^'^hi  aura  pour  expression  symbolique 


j„^.  fou    ,      ,    m    ^      ,    'iu    ,   \ 


Calcul  des  différentielles  et  des  dérivées 
des    divers     ordres    d'une    fonction    composée 


86.  Lorsque,  dans 

u  =  f{x,  y,  z),  (10) 

les  variables  x,  y,  z  ne  sont  plus  indépendantes,  mais  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables, 
la  fonction  ?/  est  dite  composée,  et  nous  savons  (n°77)  que  sa 
différentielle  totale  du  premier  ordre  est  encore  donnée  par 
la  formule  (4),  absolument  comme  si  x^  ?/,  z  étaient  indépen- 
dantes. 

Ainsi  la  formule  (4)  subsiste  ;  mais  il  n'en  est  plus  de 
même  de  la  formule  (7).  C'est  qu'ici  dx,  dy^  dz  ne  sont  plus 
des  constantes,  et  dans  le  calcul  des  quantités 

^  (rfa)  :^[di()  D  {du) 

c^x  ^y  liz 

qui  figurent  dans  la  formule  (5),  il  faut  considérer  chaque 

terme  de 

,  du   ^      .    du    ,      ,    ^u    , 

au  :=  T-  dx  ~\-  :;—  du  -j-  ^-  dz 
dx  '    ôy     '^     ^    ^z 

comme  un  produit  de  deux  facteurs  qui  sont  Ftin  et  Vautre 
variables.  Ainsi  il  faudra  ajouter  respectivement  aux 
seconds  membres  des  relations  (6)  les  quantités 

Dm     ,„  ctM     ,0  T^U     „ 

^r--  d-x,  c-  a-i/,  —  d'^z^ 

?a?        '  ^y  ?^ 
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et,  par  suite,  au  second  membre  de  (7),  la  somme  de  ces 
quantités.  On  aura  ainsi 

la  première  partie  du  second  membre  est  sous  forme  sym- 
bolique. 

Le  même  procédé  conduirait  aux  expressions  de  dhi^  dhi^  ..., 
mais  les  formules  qu'on  obtient  sont  peu  utiles  à  cause  de 
leur  complication. 

Ce  qui  importe  en  pratique,  c'est  le  calcul  des  dérivées 
partielles  des  divers  ordres 


^dyfyi'f... 


de  la  fonction  composée  (10)  par  rapport  aux  variables 
indépendantes  a,  [3,...,  dont  x,  y,  :;  sont  des  fonctions  données. 
Le  problème  est  ramené  de  la  sorte  au  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable  :  en  effet  on  dérivera  d'abord  p  fois  de  suite 
l'expression  (10)  par  rapport  à  a,  puis  on  dérivera  le  résultat 

y'u      .  ■        .  .  y^ 

— •  g  fois  de  suite  par  rapport  à  (3,  ce  qui  donnera  ■  i  et 

ainsi  de  suite. 

87.  Lorsque  dans  la  fonction  composée  (10)  les  fonctions 
composantes  x^  y,  z  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  variable 
ou  des  variables  indépendantes  a,  (i,  ...,  c'est-à-dire  sont 
de  la  forme 

Aa+B  ou  Aa  +  Bp  +  C, 

les  différentielles  premières  dx,  dtj,  dz  sont  des  constantes; 
et,  par  suite,  les  ditïérentielles  d'ordre  supérieur. 

d'^x,       d^i/,       d^z,       d^x,      ..., 

sont  nulles  ;  par  suite  d"u  est  donnée  par  la  formule  (8)  ;  en 
d'autres  termes,  les  différentielles  totales  de  tout  ordre  delà 
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fonction  composée  (10)  s'expriment  dans  ce  cas  simple  comme 
si  ^,  y,  z  étaient  des  variables  indépendantes. 


Formule  tle  Leibiiitz 

88.  Il  est  un  autre  cas,  fort  usuel  d'ailleurs,  où  la  diffé- 
rentielle totale  d'ordre  n  d'une  fonction  composée  est  sus- 
ceptible d'une  expression  simple.  C'est  celui  oii  cette  fonc- 
tion est  le  produit  de  fonctions  u,  r, ,..,  5,  d'une  ou  plusieurs 
variables  indépendantes. 

Considérons  d'abord  le  produit  de  deux  facteurs  u  et  v. 
On  a  successivement 

d  [uv]  =  vdu  -\-  udv 
d'^  [uv]  =  d  (vdu)  -\-  d  [udv) 

=  vd^u  -f-  ^dudv  -\-  [d^v)  u 
d^  [uv)  =  d  [vd^-u)  -f-  2<i  [dudv)  -j-  d  [ud^v) 

=  vd^u  4-  ^dvd^u  -\-  3  d^vdu  -f-  [d^v)  u; 

on  en  conclut,  par  induction, 

c^«  [uv)=z  vd"u  +  Cldvd'^-hi  -]-  ...  (11) 

...  4-  Cld^vd"-''u  +  ...  -f  [d"v)  w, 

formule  attribuée  à  Leibnitz,et  dans  laquelle  Cj"  désigne  le 
nombre  des  combinaisons  de  n  objets  k  à  k. 

89.  Pour  achever  la  démonstration  de  la  formule  (11),  il 
suffit  de  prouver  qu'en  la  supposant  vraie  pour  l'ordre  n 
elle  subsiste  pour  l'ordre  n  -\-  1. 

A  cet  effet  on  ditlerentie  la  formule  (11),  ce  qui  donne 

d'*+^  [uv)  =  vd''+  •  M  _j- . . .  _j-  (C;^- i  -j-  G,';)  d^'vd''+  < -^^ -j-  . . .  -(-  [d'^+^v)  u; 
et,  comme  on  a  évidemment 

f^k-i  ,./.:   _    f^k 
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il  vient, 

(-7'»+^  {uv)   =  vd"^*  u  +  ...  +  dn^_^d''vd''+^-''u  -{-  ...  +  (t^^+'yjw, 

expression  qui  n'est  autre  que  (11),  dans  laquelle  on  a 
changé  n  en  yi  +  1. 

On  donne  souvent  à  la  formule  (11)  la  forme  symbolique 

d"  {uv)  =■  [du  +  dv)'K  (12) 

Voici  comment  il  faut  l'entendre  :  après  avoir  développé 
le  second  membre  d'après  la  règle  du  binôme  de  Newton, 
on  mettra  en  facteur  dans  le  premier  terme  {dv)°  et  dans  le 
dernier  [du)"  ;  puis  on  remplacera  les  puissances  [dtif  et  [dvf 
respectivement  parles  différentielles  dhi^  d'^v,  lorsque  k  n'est 
pas  nul,  et  par  u  et  i\  si  k  est  nul.  Il  est  clair  qu'on  tombera 
ainsi  sur  la  formule  (H). 

Considérons  maintenant  un  produit 

(o  =  uv...  10. s 

d'an  nombre  quelconque  de  facteurs  ;  on  aura  encore  sym- 
boliquement 

d"(û  =  [du  -{-  dv  -\-  ...  -^  dw  ~\-  dsY  ;  (13) 

en  d'autres  termes,  pour  obtenir  d'\),  on  devra  :  1°  développer 
le  second  membre  comme  une  puissance  ;  2°  introduire 
ensuite  en  facteur  dans  chaque  terme  la  puissance  zéro  de 
celles  des  différentielles  du.,  dv.,  ...,  ds  qui  ne  figurent  pas 
dans  ce  terme  ;  3°  remplacer  les  puissances 

{duy%  [dv)'',  ...,  {ds^- 

par  les  différentielles 

si  k  diffère  de  zéro,  et  par 

u.,  V,  ...,  s 

si /t  est  nul. 
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Pour  démontrer  la  formule  (13),  il  suffit  maintenant  de 
faire  voir  que,  si  cette  formule  est  vraie  dans  le  cas  de 
m  —  1  facteurs,  elle  subsiste  lorsque  ces  facteurs  sont  au 
nombre  de  m.  A  cet  effet,  désignons  par  tj  le  produit  des 
m  —  1  facteurs  u,  i\  ...,  w\  on  aura  symboliquement  par 
hypothèse 

d"isi  —  d''  [y. s)  —  [dy  +  ds)". 

Or  à  un  terme  quelconque  kj/Ij/d-^'^^^  du  développement 
de  ce  binôme  correspond  dans  f/"o)  le  terme  kkdhjd"'-''s^ 
c'est-à-dire  d'une  façon  symbolique 

A/,  [du  -\-  do  -{-  ...  -|-  diofds"-'^-. 

En  raisonnant  de  môme  sur  les  autres  termes  et  ajou- 
tant, on  tombe  sur  la  relation  symbolique  (13). 


Dérivées  successives  d'une   ïouctîon  de    i'oiiclion 


OO.    Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  recherche  de 
~r^^i  y  étant  une  fonction  de  fonction  de  x  définie  par  les 

équations 

^  =  <F  (m),  u  =  f{x).  (1) 

Des  relations  (1)  on  déduit    par    différentiations    succes- 
sives : 

dy 

d^y 

^3  =  r  [oo]  cp'  (i.)  +  3  f  [x)  f"  [x)  ^"  {u) , 
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On  voit  par  là  que  -—  est  de  la  forme 


les  coefficients  Aj,  A.^,  ...,  A.,  dépendent  de  f\x)  et  de  ses 
dérivées,  mais  restent  les  mômes,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion o[ll). 

On  déterminera  donc  ces  coefficients  en  faisant  sur  cette 
fonction  oiii)  des  hypothèses  particulières.  En  appliquant 
successivement  la  relation  (2)  aux  cas  où  les  valeurs  attri- 
buées à  cj[ii)  sont  les  puissances,  w,  it-^  ...,  ^«",  on  obtient, 
pour  déterminer  Aj,  Ao,  ...,  A„,  les  équations  linéaires  : 


dœ"' 
dx"- 


=  2mA,  +  A^, 


^^^<     ^^  -  3.^A,  4- 3.A, -I- A3, 

^-^)^..^^-A,+^^^ 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'achever  ce  calcul  qui 
n'offre  ni  intérêt,  ni  difficulté. 


CHAPITRE  VII 

LES  FONCTIONS  IMPLICITES 


Déllniiioii  des  ifoiiclioiis  innïlicites 


91.  Lorsque  m -\-  n  variables  ^■j...j",„,  ?/j...m",  sont  liées 
par  n  équations 

/)   K"^' {•  ••^mi     U^...U„)  =  O  j 

•  (1) 

In   \X^'  •  •^mt    1-i^...U,i)   "^^    0  / 

non  résolues  par  rapport  à  z/j,  ...  ?^,,  on  dit  que  z/j,  ...,  iin 
sont  des  fonctions  implicites  de  a:^,  ...,  x.^. 

Mais  sous  quelles  conditions  ces  fonctions  W|,  ....  ii,^  sont- 
elles  bien  définies  et  ont-elles  des  dérivées  déterminées?  La 
réponse  à  cette  question  exige  quelques  explications. 

On  dit  que  plusieurs  variables  indépendantes  x^  y^  z 
restent  situées  dans  un  champ  (C)  déterminé  par  les  inter- 
valles (a,  a'),  (3,  3'),  (y,  y'),  lorsque  les  valeurs  que  peuvent 
prendre  ces  variables  sont  tous  les  systèmes  de  valeurs 
telles  qu'on  ait 

oc  <  a;  <  a',  8  <  y  <  ^',  y  <  ^  <  ï'î 

Gela  posé,  considérons  les  fonctions  /j,  ...,  /„,  qui  consti- 
tuent les  premiers  membres  des  équations  (1)  ;  soit  (G)  ua 
champ  dans  lequel  ces  fonctions  soient  bien  définies  et  con- 
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tiniies,    ainsi  que  leurs    dérivées    partielles,  par   rapport   à 

^\1     •••1    ^mi    ^f\y     •■•■,    Un- 

Si  j^j  =  ^/,,  ...,  X,,,  =a„„if^  =  ô,,  ...,  u„  =  ô„  esi  un  sys- 
tème de  valeurs  comprises  dans  le  champ  (C)  et  propre  à  véri- 
fier les  équations  (1)  sans  annuler  le  déterminant 


K 


il  existe  un  système  unique  de  n  fonctions, 


?i 


[Jji...  00,1 


satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Elles  prennent  respectivement  les  valeurs  ôj,  ...,  /;„  quand 
on  attribue  à  x^,  ...,  a?^,  les  valeurs  «,,  ...,  «„,  ; 

2°  Elles  sont  bien  définies^  continues  et  possèdent  des  déri- 
vées déterminées  dans  un  certain  champ  (C)  comprenant 
«,,  ...,  rt„j,  et  dans  lequel  K  reste  différent  de  zéro  ; 

3"  Pour  tout  système  de  valeurs  de  x^,  ...,  x,,,  renfermées 
dans  le  champ  (C),  les  fonctions  f^,  ...,  /„  deviennent  identi- 
quement nulles,  lorsqu'on  y  remplace  u^,  ...,  u„  respective- 
ment par  çi,  ...,  Oy,. 

Ce  sont  les  fonctions  çj,  ...,  ç»  définies  de  la  sorte,  qui 
constituent  les  fonctions  implicites  Wj,  ...,  u„. 

Il  était  indispensable,  pour  préciser  la  définition  des 
fonctions  implicites,  d'énoncer  le  théorème  qui  précède. 
Quant  à  sa  démonstration,  elle  n'offrirait  aucune  utilité  à 
nos  lecteurs,  et,  comme  elle  est  assez  délicate,  nous  renver- 
rons les  personnes  désireuses  de  la  connaître  au  Cours 
d'Analyse  de  M.  Jordan.  Ces  considérations  purement 
théoriques  nous  éloigneraient  de  notre  but  qui  est  surtout 
d'apprendre  à  calculer  les  dilTérentielles  et  les  dérivées  des 
fonctions  implicites. 

On  pourrait  aborder  de  suite  le  cas  général,  mais  il  nous 
paraît  préférable  de  commencer  par  les  cas  simples  qui 
sont  les  plus  usuels. 
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Différeiitîatioii    des    fonctions    implicites 
d'une  variable  indépentlante 


92.  Soit  II  =  ç  [x]  la  fonction  implicite  définie,  sous  les 
conditions  indiquées  ci-dessus,  par  une  équation 

'f{x^u)  =  G. 

Ici  le  déterminant  K  se  réduit  à  ^-  et,  par  suite,  cette  der- 

nière  quantité  est  supposée  différente  de  zéro  dans  un  certain 
champ. 

Cela  posé,  dans  /{x^u)  on  suppose  ii  remplacé  par  o{x)^ 
f[x,  u)  sera  une  fonction  composée  ;  et,  comme  cette  fonc- 
tion composée  est  égale  à  zéro,  c'est-à-dire  conserve  une 
valeur  constante  dans  le  champ  considéré,  ses  dérivées 
successives  devront  rester  nulles  dans  le  même  champ.  On 
a  donc,  en  appliquant  la  règle  de  dérivation  des  fonctions 
composées  :   ■ 


'eu 


\ôxdU     '      àU^         J 


Puisque  ^  n'est   pas  nul,   la  première  de  ces  équations 

donnera  pour  la  dérivée  premières'  une  valeur  déterminée; 
on  portera  cette  valeur  de  u'  dans  la  seconde  équation  qui, 
pour  la  même  raison,  donnera  une  valeur  déterminée  pour 
?/",  et  ainsi  de  suite. 
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93.  Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  oii  l'on  donne 
n  équations  entre  n  +  1  variables,  dont  une  seule  reste  dès 
lors  indépendante  ;  et,  pour  fixer  les  idées  sans  nuire  à 
la  généralité  de  la  méthode,  prenons  le  système 

f^  {x,  w,,  Ma)  =  G,         /o  [x,  u^,  ic^)  =  o,  (2) 

en  vertu  duquel  u^  et  tir,  sont  des  fonctions  implicites  de  la 
variable  x.  On  suppose  d'ailleurs  le  déterminant  J  différent 
de  zéro  dans  un  certain  champ. 

Puisque  ii^  et  u.^  sont  des  fonctions  de  x,  les  expressions 
/j  (.3;,  Mj,  îio),  /o  (.r,  Wj,  Wo)  sont  des  fonctions  composées  de  cette 
variable,  et,  comme  ces  fonctions  composées  sont  nulles, 
c'est-à-dire  conservent  une  valeur  constante  dans  le  champ 
considéré,  leurs  dérivées  par  rapport  à  x  devront  rester 
nulles  dans  ce  champ.  On  a  donc,  en  appliquant  la  règle  de 
dérivation  des  fonctions  composées 


ex         dUf  du^  I  , 

+  -bu,  ""'  +  ^u^  ""•'  -  ^ 

.      eu.  ou^ 


K  n'étant  pas  nul,  le  système  linéaire  (o)  donnera  pour  les 
inconnues  ii'^  et  (/'.,  des  valeurs  déterminées  ;  en  portant  ces 
valeurs  dans  (4),  on  aura  un  système  linéaire  par  rapport 
à  u'\  et  ^/o  et  qui,  ayant  pour  déterminant  K,  déterminera 
ces  inconnues  ;  et  ainsi  de  suite. 
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Différeiitiation    des    i'oiictîons   implicites 
de  plusieurs   variables   indépendantes 


94.  Considérons  maintenant  le  cas  général,  c'est-à-dire 
le  cas  relatif  aux  équations  (1)  ;  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons m  =  3  et  n  =  2.  Les  équations  données  sont  alors  : 


(5) 


Elles  définissent  un  système  de  fonctions  implicites  u^  et  z/o, 
le  déterminant 

^,     ^ 

étant  supposé  différent  de  zéro. 

Les  fonctions  f^  et  /o  sont  des  fonctions  composées  des 
variables  indépendantes  j",,  j^o,  ^3.  Ces  fonctions  composées 
ayant  une  valeur  constante  (qui  est  ici  zéro),  leurs  diffé- 
rentielles totales  des  divers  ordres  sont  aussi  nulles.  On 
aura  donc  les  relations 


dî, 

~  0, 

df.. 

=  0 

(6) 

c/y, 

=  0, 

d'h 

=^  0 

(7) 

Développons  ces  équations  et,  pour  abréger  l'écriture,  dési- 
gnons par  /l'une  quelconque  des  expressions/jet /o  ;  l'équa- 
tion df  =  o  développée  est 


?/• 


Y 


M 


V 


M 


dx^  )  =z  o ;    (8) 


_  da,  +  -^  du,  -f-  ^—  dx,  -f-  —  dx,  -f  ^^    ..3 


et,  pour  avoir  le  système  (6)  développé,  il  suffira  d'affecter 
successivement    dans   (8)  la  lettre  /'  des  indices  1  et  2.  On 
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obtient  ainsi  un  système  de  deux  équations  linéaires  par 
rapport  aux  inconnues  clu^,  du^,  et  qui  détermineront  ces  dif- 
férentielles totales,  puisque  le  déterminant  de  ces  équations 
est  précisément  le  déterminant  J  qui,  par  hypothèse,  est  dif- 
férent de  zéro.  Ces  valeurs  seront  de  la  forme 


du^  =  A^dx^  -\-  A^dx^  -\-  A^dx.^^ 
dH.2  =  }^^dx^  -\-  B.^dx^^B^dx^, 


(9) 


ce  qui  donnera  pour  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
de  Ui  et  de  u.,  les  expressions 


»)M.2  q  iU.y 


?Mo 


^x,-^^'  :>x,-^''  ^,-^'- 

Passons  maintenant  au  second  ordre. 
En   difîérentiant    la    relation   (8)    et   n'oubliant    pas    que 
dxi^  dx.2,  dxo  sont  constants,  on  a  l'équation: 

:)/  /^f  ^Y  y-f  ^V  ^2^  V 

Y  .       fd-f  y^r  ?V  ^V  ^V       \ 

-|-r—  d'^u^-\-[  ^r^du.2-\-- — ^—du^-^^——-dx^  -{-- — -—dx.,-\-- — r— g?^„  ]du^ 

/y^  ^-r  ^V  ^V  3V        N 

/cl  Y  ;)Y  ^Y  ^Y  .     ^Y        \ 

+  T~^>  dos.,-\-- — ^  du,  -j-r — r —  dUo-\-^ — ;--  dx,  -+-  - — ;^ — dx^  ]dx.y 
\ox^      -     ôx^ou^  ôx^ôv^      -      ox.2<>x^      '      ôx^dx^      '7      ^ 

,  /;)Y  ,     ,     ^Y    ,     ,     ^Y    ,     ,     ^Y    ,     ,     ^Y    ,    \ 

-f  r-r dx.^-\-- — ^-du^^- — r—  du^  +  r — r—  dx^  -\- - — ^—dx.^  ]dx^ 

dans  laquelle,  pour  plus  de  clarté,  nous  avons  placé  sur 
une  môme  horizontale  tous  les  termes  fournis  par  la  diffé- 
rentiation  d'un  môme  terme  de  (8),  sans  opérer  aucune 
réduction.  On  déduira  de  là  le  système  (7)  développé,  en 
affectant  successivement  la  lettre  /  des  indices  1  et  2  et  rem- 
plaçant da^  et  du.^  par  leurs  valeurs  (9).  On  obtiendra  de 
cette  façon  un  système  de  deux  équations  linéaires  par  rap- 
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port  aux  deux  inconnues  dhi^,  d-u.,,  et  qui,  puisque  K  est 
différent  de  zéro,  déterminera  ces  deux  différentielles  totales 
du  second  ordre.  Les  valeurs  tirées  de  ces  deux  équations 
seront  de  la  forme 

-\-  'iCJ^dx^dûc^  -f  ^C-dx^dœ^  -\-  ^C^dcc^dx.^ 
d^u.^  =  D^dx^  +  D^dxl  +  D^dx^ 

+  'iDj^dx^dx^  -f  '^\)^dx^dx^  -f  'iD^dx^dx^, 

et  l'on  aura  enfin,  pour  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre, 

'^x^^  ~^'dxl  ^    ^'^xl  ~    ^'^^x^^c^"    ■'"i>x^:>x^~    ■''^^^^~^ 

On  continuerait  de  même  pour  les  ordres  suivants. 

95.  On  peut  procéder  un  peu  autrement: 

Tandis  que  nous  avons  (n''  94)  calculé  directement  les 
différentielles  totales  pour  en  déduire  les  dérivées  partielles, 
on  peut  commencer  par  calculer  séparément  les  dérivées 
partielles  ;  ce  calcul  s'effectuera,  d'ailleurs,  par  la  règle 
relative  aux  fonctions  implicites  d'une  seule  variable. 

Nous  allons  appliquer  ce  procédé  au  cas  fort  usuel  d'une 
fonction  implicite  :;  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y. 
On  donne  alors  l'équation  unique 

f{x,y,z)  =  o,  (H) 

et  le  déterminant  Iv  se  réduit  à  ^  qu'on  suppose  différent  de 

zéro. 

Il  est  d'usage  de  représenter,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
les  dérivées  partielles  : 

(!x  ciy  ^x^  ^x7>i/  'by^ 
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respectivement  par  les  lettres 

p,        q,       r,       5,        t. 

Cela  posé,  pour  obtenir />  et  q,  on  différentiera  l'équation 
donnée  (il)  deux  fois  de  suite  en  considérant  la  première 
fois  y,  la  seconde  fois  .r,  comme  constantes. 

On  aura  ainsi  (n°  92)  : 


d'oii 


3^3 

+  ^l  = 

=  0, 

p  =- 

(13) 


^z 


Pour  avoir  ;%  .y,  /,  on  différentiera  les  équations  (13),  ou 
mieux  les  équations  (12),  chacune  deux  fois,  en  regardant 
d'abord  y,  puis  x  comme  constantes  ;  cela  ne  fournira  en 
réalité  que  trois  équations 

OX^     '  OOCOZ     '  dz~  OZ  1 


cv/-  cVY  cVY   ,       df 


^^:)y  '  ^  :}x:)z  '  '  :^y 

— L  _L_  2a  — 


!  V 


3V  z^V  ^^'-Z"  ^^Z" 


attendu  que  la  différentiation  par  rapport  à  y  de  la  première 
des  équations  (12)  donne  le  même  résultat  que  la  différen- 
tiation  de  la  seconde  par  rapport  à  x.  Ces  trois  équa- 
tions (14)  donnent,  après  qu'on  y  a  remplacé  ^j  et  q  par 
leurs  valeurs  (13), 

\dzj  '        '  :>x^z:^x^z     ^^2  y^^j      ^^.2  y^^j  i 

KV. ,  _  ^  iV  ^  ^Z  _  ^  (Xy  _  ^  PJX  (m 

}z)      '  ~  "  l^y^z  hj  :^z       cV=^  VcV/         ^J/'  Vz)  1  ^     ' 

X\\,^(ZLX^  ^X\^_ZL(X\'_^X^. 
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96.  Exemple  :  soit  l'équation 


entre  les  variables  indépendantes  x  et  y  et  la  fonction  z. 
On  a  ici 

^  _  2  ^ V  _  2  ;)V  _  2 

;)V  ?v  ^V 


^i/^^ 


=  o, 


^x^: 


o, 


^x^y 


=  o  ; 


d'où  l'on  déduit,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (13) 
et  (15)  : 


c'*  [y''  —  6-^ 


c'^xy 


c-y 

O'Z 


C  [x^  —  a' 
a-b-^z^ 


Déterniîiiants  foiictioiinels 


97.  On  nomme  déterminant  fonctionnel  à' vxn  système  de 
n  fonctions 

11^  =  [^  \x^^  ...,  x^j 


U,i  /,i  [x  p  . . . ,  x,i  J 


ûe  n  variables  indépendantes  Xi,  ...,  x.^,  le  déterminant 


J  = 


^  ...  M'. 
Llx^       i*x,i 
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formé  avec  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  ces 
fonctions.  C'est  Jacobi  qui  l'a  introduit  dans  l'analyse  et  qui 
en  a  fait  connaître  les  principales  propriétés. 

Voici  la  plus  importante  : 

Pour  que  les  fonctions  ?/| , . . . ,  u„  ne  soient  pas  indépendantes^ 
il  faut  et  il  suffit  que  leur  déterminant  fonctionnel'S  soit  iden- 
tiquement nul^  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a?^,  ...,  x,^. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  prendrons  n  =3.  Les  fonctions 
considérées  seront  alors 


^2  ~~"  /2  l'^n  ^^2'  ^3; 
%  ^^^    /3   (^11   ^21  ^3) 


fl6) 


et  leur  déterminant  fonctionnel 


J  = 


fl7l 


Cela  posé,siz^i,  z^o,  z/gUesont  pas  indépendantes,  il  existera 
entre  elles  une  relation  que  l'on  peut  supposer  résolue  par 
rapport  à  l'une  de  ces  quantités,  à  u^  par  exemple  ;  on  aura 
donc: 

et  l'on  en  déduira,  en  différentiant  successivement  par  rapport 

à  x^ ,  j-j,  Xn,  les  équations 


^^73  c"?r^  i).r3  ^^3  c>.T3 
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qui,  par  l'élimination  de  ;^  et  de  :^'  donnent 


J  =0. 


Ainsi  la  condition  énoncée  est  nécessaire.  Il  reste  à  montrer 
qu'elle  est  suffisante. 

Soit  donc  J  =  o,  et  supposons  d'abord  que  tous  les  pre- 
miers mineurs  (obtenus  par  la  suppression  simultanée  d'une 
ligne  et  d'une  colonne)  ne  soient  pas  nuls  ;  soit,  par 
exemple, 


J^ 


< 


Les  deux  dernières  équations  (16) 

U.2  =  /2  [^j\t  ^21  ^z) 


(18) 


détermineront  x^  et  .To,  comme  fonctions  implicites  de  x^,  ih 
et  Wg  (n°  91),  et  en  différentiant  par  rapport  à  x^  chacune 
des  équations  (18),  on  aura  les  relations 


ùX^        tto^o  ~àx^        ^x^  'i)x^  \  ^ 
'bx^        ^x^  ~àx^  "'    c)a?3  bx^ 


(19) 


qui,  puisque   J^   n'est  pas  nul,  détermineront  les  dérivées 
partielles 

7>x,^  bo:;^ 

Mais,  si  dans  la  première  équation  (16) 

U^   =  /j  \X^^       X^i       ^z)i 

on  remplace  les  fonctions  a^o  et  x.^  parleurs  valeurs  en  x^,  u.,,  u^, 
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on  aura 


et,  par  suite, 


u^  =  <]>  {x^,     u^,     W3), 


<)^^  ^Xf  21X2  SoJg  'dXj^  'dXf 


(20) 
(21) 


Cela  posé,  l'élimination  de  —'et  de  — ^  entre  l'équation  (21) 


et  les  deux  équations  (19)  donne 


'èx^        i>x^ 
'^x^ 


'i)X» 


7)X, 


7)x.^ 


=  0, 


c'est-à-dire 


J-J   -^ 
••        ^'  ^x^ 


G. 


Gomme  J  est  nul  sans  que  Jj  le  soit,   il   faut  que  —^  soit 

nul,  c'est-à-dire  que  x^  ne  figure  pas  au  second  membre  de 
l'équation  (20),  laquelle  se  réduit  à 

U^    =  <h  (^2,    W3) 

et  montre  que  z/|,  Uo,  u^  ne  sont  pas  indépendantes. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  tous  les  premiers  mineurs 
de  J  sont  nuls. 

Les  éléments  de  ce  déterminant  J  ne  pouvant  être  tous 
nuls,  sans  quoi  les  fonctions  se  réduiraient  toutes  à  des 
constantes,  nous  pourrons  supposer,  par  exemple,  que 


est  différent  de  zéro. 
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La  dernière  des  équations  (16) 

déterminera  x^  comme  fonction  implicite  de  x^^  x^,  u^  ;  et, 
en  différentiant  cette  dernière  équation  successivement  par 
rapport  à  x^  et  à  x^^  on  aura  les  relations 

qui,  puisque^  n'est  pas  nul,  déterminent  les  dérivées  par- 

ÔX^ 

tieiles  ^,  ^. 

■ÔX^     ÔX2 

Mais,  si  dans  la  première  des  équations  (46) 

•on  remplace  ^2  P^^'  ^^  valeur  en  fonction  de  x^,  X2,  it^^  on 
aura 

u^  =  F(ar,,  a^2,  ^3)  (23) 

€t,  par  suite, 


"hx^        c'a;,        cii^s  c'a?,  ^x^       ^x^    "^  t»a73  t'a;, 

Gela  posé,  si  Ton  porte  dans  ces  deux  équations  les  valeurs 
•de  —^5  -— ^  tirées  des  équations  (22),  on  obtient 

cX^      0X2 


^3.    ^^ 

cia73    c'a?, 


c'a?,      ()aÎ3 
c'a?,      c^a?3 


^3  ^F 


et        -^  — 

c'a?3  c'a?2 


M.     in 
c'ajj     c)a?3 

î)a?2      c^a?3 


•et,   comme  les  seconds  membres  sont    nuls    sans   que  ^ 

vXo 

2)F       3F      . 
le  soit,  il  faut  que:- —  et  - —  soient   nuls,  c'est-à-dire  que  la 

uXi  ^^2 
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relation  (13)  se  réduise  à 

M,     =    F    (Wg). 

Nous  sommes  parti  de  la  première  des  équations  (13)  ;  en 
partant  de  la  seconde  et  raisonnant  de  même,  on  verrait 
qu'on  a  aussi 

U2  =  ^  (M3). 

Les  fonctions  Wj,  i/.^,  ti^,  ne  sont  donc  pas  indépendantes. 

La  démonstration  est  instructive  en  ce  qu'elle  donne  les 
conditions  pour  qu'il  y  ait  une,  deux...  relations  entre  les 
fonctions  u^^  ...,  ^<„. 

98.  Exemple  :  soient  les  fonctions  : 
u.^  =  oOf  —  2a;2  -j-  ^oc^ 


u 


^00 lOun   ——  OOiOuo   ~H      '^CUtfOO'j   '~~^   ^\Junj    • 


Leur  déterminant  fonctionnel  est 


1 

1 

\ 

1 

—       i 

3 

'IX.;,    —    X.,, 

00  ^  +  2a73, 

—  Xf  -{-  Ax^  — ■  4^73 

En  le  développant  par  rapport  à  la  dernière  ligne,  on  obtient 
l'expression 

4(2a72  —  ^3)  —  2 (.57,  -{-  2073)  +  2  (—  aj^  -\-  Ax.^  —  Ax^), 

qui  est  identiquement  nulle  ;  donc  les  fonctions  proposées  ne 
sont  pas  indépendantes.  En  outre,  il  est  bien  évident  que  le 
mineur  résultant  de  la  suppression  de  la  dernière  ligne  et 
de  la  dernière  colonne  est  différent  de  zéro  ;  donc  il  n'existe 
qu'une  relation  entre  z/j,  z/.,,  ii^. 

Il  est  aisé  de  constater  que  cette  relation  est  : 

u'j  —  ul  =  Au^. 


CHAPITRE  YIII 

CHANGEMENT  DE  VARIABLES 


Division   de    la  cj[uestioii.  —  Leinine  préliminaire 


99.  On  a  souvent  besoin,  dans  le  cours  d'une  recherche, 
de  remplacer  les  variables  primitives  par  d'autres  ayant  avec 
elles  des  relations  données  qu'on  nomme  formules  de  trans- 
formation. 

Pour  procéder  du  simple  au  composé,  nous  distinguerons 
quatre  cas,  suivant  qu'il  y  a  une  ou  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, et  selon  que  le  changement  ne  porte  que  sur  cette 
variable  ou  sur  les  variables,  ou  qu'il  atteint  aussi  la  fonc- 
tion. 

100.  Avant  de  traiter  ces  quatre  cas,  nous  résoudrons  la 
question  préliminaire  que  voici  : 

y  étant  une  fonction  d'une  variable  indépendante  x^  on 
demande  d'exprimer  les  dérivées  successives  y',  ij\  y"',  ..., 
de  y  par  rcqyport  à  x  en  fonction  des  différentielles  de  x  et 
de  y  considérées  comme  fonctions  d'une  même  variable 
indépendante  quelconque  non  spécifiée. 

On  sait  d'abord  que  la  dérivée  première  y'  est  égale  au 
quotient  de  dy  par  dx. 

En  appliquant  dès  lors  à  la  fraction 
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la  règle  de  différentiation  d'un  quotient,  on  obtient 

,.  ,  dxd'hi  —  d^xdii 

dti  ou  XI  dx  = = — —z =-  5 

dx- 

d'où 


„  _   dxd^i/  —  dyd'^x  , 

La  même  règle  appliquée  à  cette  nouvelle  fraction  donne 

,  ,/  II,,    dx^  [dxd^y  —  dyd^x)  —  ^dx^d^x  [dxd^y  —  dyd^x) 

y   on  y    x  .-  ^— 


d'où 


,„ dx  {dxd?y  —  dyd'^x)  —  M-x  [dxd'^y  —  dyd^x) 

dx^ 


et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  y'"^  s'exprime  en  fonction  de  dx^  d~x,  ...,  c/V, 
dy,  d'y,  ...,  d"y. 


Premier  problème  : 
changement  de  la  variable  indépendante 


lOl.  Soit  V  îine  expression  renfermant  une  variable 
indépendante  x,  une  fonction  y  de  cette  variable  et  les  déri- 
vées successives  y\  y\  y'"'.  Que  devient  V expression  V 
quand  on  substitue  à  la  variable  indépendante  x  une  autre 
variable  indépendante  /,  liée  à  x  et  à  y  par  une  relation 
donnée  ? 

On  commencera  par  transformer,  à  l'aide  des  formules  (1), 
(2),  (3),  ...,rexpressionV  en  une  autre  V(,  où  la  variable  indé- 
pendante ne  sera  pas  désignée.  Vj  contiendra  x,  y  et  leurs 
différentielles  successives,  et  il  restera  à  chasser  de  cette 
expression  x  et  ses  différentielles;  on  y  parviendra  en  tirant 
X,  dx,  d~x,  ...,  delà  relation  donnée  et  des  équations  qui  ré- 
sultent de  la  différentiation  de  cette  relation  de  transforma- 
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tion;  on  aura  soin,  dans  ces  différentiations  successives,  de 
considérer  /  comme  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire  de 
supposer  dt  constant. 

Si  la  formule  de  transformation  a  la  forme  simple 

x  =  f(t), 
on  aura 

dx  =r{t)  dt,  d^x  =  f'\t)  di\ 

Si  la  formule  de  transformation  a  la  forme  générale 

çb(^,  y,  t)  =  G, 
on  aura,  pour  calculer  dx,  d-.r^  ...,les  équations 


.l^^^  +  g^^- 


/  ^-cc  <)^cp  ^^cp      ,     ,  \ 


Ï02.  Exemple.  —  Que  devient  l'équation ^^j-^-^ 

(1^ — x^)  y"  —  xy' -\- n^y  =  o,  ^(4) 

quand  on  substitue  à  la  \'ariable  indépendante  a:  la  variable  i 
liée  à  X  par  la  relation 

X  =z  ces/.  (5) 

Les  formules  (1)  et  (2)  permettent  de  mettre  (4)  sous  la 
forme 

(1  _  ^.)  dxd^-y  --dyd^x  _^^^  ,2y  ^  ,,  (6) 

où  la  variable  indépendante  n'est  pas  désignée. 
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D'autre  part,  la  formule  de  transformation  (5)  donne 

(/ic  =  —  sin  tdl,         d'-x  =:  —  cos  t  df'^  ;  (7) 

en  portant  les  valeurs  (5)  et  (7)  dans  (6),  on  obtient,  réduc- 
tions faites, 

fr  +  ^V==o  (8) 

pour  la  transformée  demandée. 


Deuxième  problème  :  clianç|emeiit 
de  la  variable  indépemlaiite  et  tle  la  fonction 


i03.  Soit  Y  iiuf  expression  contenant  une  variable 
pendante  .y,  une  fonction  y  de  cette  variable  et  ses 
dérivées  successives  y\  y",  y"\  ...  Que  devient  l'expression  V 
quand  on  substitue  à  x  et  à  y  deux  nouvelles  variables  u  et 
w  liées  aux  premières  par  deux  relations 

<^{x,  y,  if,  w)  =^  o,  ^\>  [œ,  y,  u,  îo)  =  o,  [9) 

où  udésiyne  la  nouvelle  variable  indépendante^  et  ic  la  nou- 
velle fonction . 

On  commencera  par  Iransformer,  à  l'aide  des  formules  (1), 
(2),  (3),  ...,  l'expression  V  en  une  autre  V|Oiî  la  variable  indé- 
pendante n'est  pas  désignée.  Cette  expression  Vj  contiendra 

x^  y,  dx,  dy^  d^x^  d'^yi  d'-^x,  d'^y,  ... 

et  il  restera  à  calculer  ces  quantités  à  l'aide  des  relations  (9) 
et  des  équations  que  l'on  en  déduit  par  différentiations 
successives,  en  ayant  soin  de  considérer  dans  ces  différen- 
tiations u  comme  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire  de 
supposer  du  constant. 


110  CHAPITRE    VIII 

104.  Exemple.  —  Quelle  est  la  transformée  de  l'expres- 
sion : 

1  .y"  2 


R2  (1   -I-   2/'2)3 


(10) 


lorsqu'à  la  variable  indépendante  ^  et  à  la  fonction  y   on 
substitue  les  variables  p  et  6  liées  à  j?  et  y  par  les  relations 

a;  =  p  CCS  0,         2/  =  p  sin  ô,  (11) 

011  9  désigne  la  nouvelle  variable  indépendante. 

Les  formules  (1)  et  (2)   permettent   de  mettre   l'expres- 
sion (10)  sous  la  forme 

1    {dx(Py  —  di/d^x)'^  ,.„, 

R2  ~       [dx'^  +  dy'^Y      '  ^     ' 

Or   la   première   différentiation  des  relations    (12)   donne 

dx  =  dp  cos  0  —  p  sin  bdd     |  ,.„. 

-      '  dy  =  dp  sin  0  -j-  p  cos  Ô(i6  ;  ( 

puis  on  a  par  une  seconde  différentiation  (où  f/0  est  cons- 
tant) 

d^x  =  c/2p  COS  0  —  24  sinOdb  —  p  cos  SofÔ^    j 
d'^y  =  c^^psinO  +  2c/p  cos  Oc/O  —  psinOc/Ô^,    j 


[14) 


La  substitution  des  valeurs  (13)  et  (14)  dans  (12)   donne 
pour  la  transformée  cherchée 


R 


h  =  "= r     ""'/.;.x2nr  ^ *  (1^) 


Nous  verrons  plus  tard  que  l'expression  (10)  est  celle  du 
rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  en  coordonnées  recti- 
lignes  rectangulaires.  On  sait,  d'ailleurs,  que  les  formules  (11) 
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sont  celles  qui  lient  les  coordonnées  rectangulaires  x  et  y 
aux  coordonnées  polaires  p  et  6;  l'expression  (15)  est  donc 
celle  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires. 

Il  y  a  souvent  avantage  à  introduire,  dans  les  formules 

relatives  aux  coordonnées  polaires,  l'inverse  r=  -du  rayon 

P 
vecteur  au  lieu  du  rayon  vecteur  lui-même. 

Pour  avoir  la  transformée  de  la  formule  (15)  dans  cette 

hypothèse,   il  suffit  de   substituer   dans    cette   formule  les 

valeurs 


r       d^  ~~        r^  dd'      dd'^  ~  ~~  r^  d^'^    '"r^  Wô 


ce  qui  donne 


R2 


[-+(1)7 


(16) 


105.  Il  arrive  parfois  que  les  relations  de  transformation 
contiennent  des  différentielles.  Voici  un  exemple  de  ce  cas. 

Considérons  la  formule  (10)  ou  plutôt  la  transformée  (12) 
dans  laquelle  la  variable  indépendante  n'est  pas  spécifiée,  et 
supposons  qu'on  choisisse  cette  variable  indépendante  s  telle 
que  l'on  ait  : 

dxP-  4-  d%f  =  dsK  (17) 

La  dilférentiation  de  cette  relation  donne  (en  observant  que, 
s  étant  la  variable  indépendante,  on  a  drs^o) 

dxd^x  -f-  dyd'^y  =  o. 

On  a  d'après  cela 

[dxd'^y  —  dyd'^Xj'^  =  [dxd^y  —  dyd'^x)^  -\-  [dxd-x -{-  dyd'^y)^ 
=  [dx'^  +  dy-'^)  [[d-^xY  +  [dhjY]  =  ds^  [{d^xY  +  [d^-yY], 
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et,  par  suite,  en  vertu  de  (12), 

R-^  =  U- )  +  UO  '  ^''^ 

formule  élégante  et  souvent  utile. 

106.  Nous  terminerons  ce  qui  est  relatif  au  second  pro- 
blème par  la  question  suivante  qui  en  est  un  cas  particulier 
important  : 

Les  deux  variables  x  et  y  étant  des  fonctions  bien  déter- 
minées Tune  de  F  autre  ^  exprimer  les  dérivées  de  ij  par  rapport 
à  X  en  fonction  des  dérivées  de  x  par  rapport  à  y . 

Les  formules  (1),  (2),  (3),...,  résolvent  la  question  ;  il  suffit 
d'y  faire  dy  constant,  c'est-à-dire  cPy  =  o,  dhj  =  o,  ...  ;  on 
obtient  ainsi 

d-x  dxd^x  fd'^xV^ 

dy)  \dy)  \dy 


Troisième  problème   :  changement  des   variables 
indépendantes 

107.  Soit 

une  expression  contenant  deux  variables  indépendantes  x 
et  y,  une  fonction  z  de  ces  variables  et  les  dérivées  par- 
tielles des  divers  ordres  de  cette  fonction.  On  demande  ce  que 
devient  l'expression  V  lorsque^  aux  variables  indépendantes 
X  et  y^  on  en  substitue  deux  autres  u  et  v  liées  aux pjremières 
par  deux  relations  données 

^«(^7  Vi  Wj  ^)  —  O7  ?2  (■»,  y^  ",  î-')  —  o-        (21^ 
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Ces  deux  formules  de  transformation  donnant  j:  et  y  en 
fonction  de  u  et  de  ^',  il  ne  s'agit  en  somme  que  d'exprimer 
les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  ^  et  à  y  en  fonction 
des  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  u  et  à  v. 

Cherchons  d'abord  les  dérivées  du  premier  ordre 

Considérons  à  cet  effet  les  égalités 


dz  =  ^  dx  -\-  ;r  d'I 

'^z  'dz 

dz  ^  —  du  -\-  ^  dv 


(22^' 


et  les  relations 


hlda^_^hl,iy.^^lidu-]-^-^dv 

:^x       '   ?iî/    -^  '   i)u       '   ^v 

V^  dx  -\-  -    -I-  -^  dv 

dx  OV 


m 


que  l'on  obtient  en  différentiant  totalement  les  formules 
de  transformation  (21).  En  éliminant  dz^  du  et  de  entre  les 
quatre  relations  (22)  et  (23),  on  tombera  sur  une  égalité 

Adx  -\-Bd(/  =  o,  (24) 

dont  le  premier  membre  est  linéaire  et  homogène  par 
rapport  à  dx  etd/j  et  qui  devra  être  une  identité,  puisque  les 
variables  x  et  fj  sont  indépendantes.  Cette  identité  équivaut 
donc  aux  deux  équations  A  ^  o,  B  =  o,  qui,  étant  linéaires 

par  rapport  à-^'  — ^'  donneront  sans  difficulté  les  expressions 

de  ces  dérivées  en  fonction  de  —  et  —  • 

du       dv 

Pour  trouver  les  dérivées  du  second  ordre 

d^z        y^z        y-z 

CALCUL  IXFIMTËSIMAL.  8 
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on  différentiera  totalement  chacune  des  relations  (23)  en  con- 
sidérant dans  cette  opération  dx  et  cly  comme  constants. 
Entre  les  deux  relations  ainsi  obtenues 

■\2  ^2  ^•'ï  ^^2  1 

+  2  V4^  c/£cc?y  +  2  ^4^  6/^rfM  +  2  ^  £/a;t/z;  +  2  ^-|^  dydu  f 

^2  ^2  ^  ^  /(25) 

+  2  ^  rfyrf/;  +  2  ;-î^  c/i^c/y  4-  ^  d^u  J^'^dH  =  o 
ôyôv  ôuôv  '     du  ^y 

et  les  égalités 


d'^z  = 


k^^^'+^^^^^^'^^   +  c^^^^' 


;)2^  y2~  ^2^ 

cu^  ouov  cv^  I        ^      ' 

4-  r—  d'^U  A T"  c/^U,  1 

()w  «y  I 

on  éliminera  r/-5,  c/'w,  d'v^  et  l'on  remplacera  en  outre  diiQÏ  dv 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (23).  On  tombera  de  la 
sorte  sur  une  égalité 

ï^dx^  -f-  ^Sdxdy  -\-  Qdi/'^  =^  o 

homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  dx  et  à  d?j,  et 
qui,  devant  être  identique,  équivaudra  aux  trois  équations 
P  =  o,S=  o,  Q  =0;  ces  équations  sont  d'ailleurs  linéaires 
par  rapport  à 

CP£  ^^  ^. 

^x^  ^x^y  dy'^^ 

elles  donneront  donc  sans  difficulté  les  expressions  de  ces  déri- 
vées partielles  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  z  par 
rapport  à  ^^  et  à  i'. 

On  continuerait  de  mâme  pour  les  dérivées  du   troisième 
ordre,  ...,  etc. 
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'108.  Nous  avons  supposé  qu'il  n'y  avait  que  deux  variables 

indépendantes;  mais  le  procédé  s'applique  évidemment  au  cas 

où  le  nombre  ;i  des  variables  indépendantes  est  quelconque; 

les  formules  de  transformation  doivent  alors  être  au  nombre 

de  n. 


1 09.  Remarquons  encore  que  la  méthode  resterait  la  même 
si  la  fonction;;  figurait  dans  les  formules  de  transformation 
qui  seraient  de  la  forme 

cp/a7,  y,  u,  V,  s)  =  o,  cp2(a;,  y,  u,  v,  z)  =  o; 

il  faudrait  alors  ajouter  respectivement  dans  les  relations  (23) 
les  termes 

cz  cz 

e  t  dans  les  relations  (24)  les  termes  qui  proviennent  de  la 
différentiation  de  ceux-là. 

1  lO.  Exemple.  —  On  demande ceque  deviennentles expres- 
sions 

^  =  (l)^  +  (|)"^      .       '^^) 

lorsqu'au  lieu  de  x  et  y  on  prend  pour  variables  indépendantes 
les  quantités  p  et  6  liées  aux  premières  par  les  formules 

i»=f;,cos6,  ?/  =  psiu9.  (29) 

La  différentiation  de  ces  deux  relations  donne 

dx  =  cZp.  CCS  6  —  p  sin6o?6  |  „, 

dy  =  dp.  sinô  -(-  p  cos6<i6  ( 

que  l'on  peut  écrire,  en  résolvant  par  rapport  à  r/p  et  dO, 

•dû  =  ces  ()dx  -\-  sin  (idy 
db  =  —  -  sin  0  dx  4-  -  ces  Ôrfy. 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'égalité 

^--  dœ  -\-  r-  c/y  =  r-  ap  4-  r—  a  i , 
on  obtient  l'identité 

—  —  cosO— 4— sin6— -  \dx  +  \  — —  sniô:;-— -cos6-  \dy=o, 
[Jx  dp  '   p         d(}J  [yy  op      p  ci6J 

d'où  l'on  tire,  en  annulant  les  coefficients  de  dx  et  de  dij, 

'^Z                 ,  ^5         l     .     ^  ^z    ] 
—  =  cos  Or sin  0  -^-r  j 

^z  .    .^z    .    \  ?r   ^  ^^^^ 


-  =  sin  0  -r-  +  -  cos  f)  —    , 

On  déduit  de  là  immédiatement,  pour  la  transformée  de 
l'expression  V, 

/^^\2        i    /dz\^ 

Pour  transformer  l'expression  Vj  il  faut  calculer  les  déri- 

vees  du  second  ordre  — -,'  ; — ;• 

A  cet  effet  on  difîérentiera  les  relations  (30)  ou  (ce  qui  est 
équivalent  et  plus  simple)  les  relations  (31)  en  laissant,  bien 
entendu,  dx  et  di/  constants.  On  trouve  ainsi  immédiatement 
les  valeurs 

dy  —  pdO-,  d-d  =  —  — ^--  5 


qui   portées,   en  même   temps  que  les  valeurs  (31),    dans 
l'égalité 
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donnent  l'identité 

^  2P'-^  '>J''^  ,     sin^/:)2^         i^z\         .   ,./l  l>^z  .    1  ?j\ 

^     -^    [_?y^  2)p^  p       X^p^H        oMj  Vp2:)fj2     I    p  î)py 

-\~  dx  dy\  =:  0. 

En  égalant  à  zéro  séparément  les  coefficients  de  dx''-^  dy- 
et  de  dxdy  ^  on  a  trois  équations  qui  donnent  respectivement 

■>,o^       >,0_         >^0^ 

les  valeurs  des  trois  dérivées  partielles—^,'  —^5  — ^• 

Les  deux  premières  nous  importent  seules  puisque  -— - 

ne  figure  pas  dans  l'expression  V^  ;  c'est  pourquoi  nous 
n'avons  pas  calculé  le  coefficient  de  dxdy  dans  l'identité  ci- 
dessus.  Pour  avoir  Vj,  il  suffit  d'ajouter  les  deux  relations 
que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dx"-  et 
de  f/y2^  ce  qui  donne  finalement 

V    _^   ,   1^   .   1^. 

'  Dp2   ^  p2   DÔ2    ^  p   ^p 

1 1 1.  Par  un  calcul  semblable,  mais  un  peu  plus  long,  on 
trouverait  que  les  expressions 

deviennent  respectivement 

et 

c>2  +  p2  ^^  +  p2  gin2,j,  :^o2  H"  p  :>p  +    p2     :>,|,' 

lorsqu'on  pose 

rx;  =  p  siri']/  cosO,  y  =  p  sint]>  sinO,  2-  r=  p  cos']/, 
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c'est-à-dire  lorsqu'aux  variables  indépendantes  .r,  y,  2  (coor- 
données rectangulaires  d'un  point  de  l'espace)  on  substitue 
les  variables  p,  oj,    9  (coordonnées  polaires  du  même  point). 

Les  expressions  (33)  et  (34)  jouent  un  rôle  important  en 
analyse  :  on  leur  donne,  d'après  Lamé,  les  noms  de  para- 
mètres différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  de  la 
fonction  H. 

Ces  paramètres  jouissent  de  cette  propriété  remarquable 
que  leur  forme  n^est  pas  altérée  par  une  substitution  ortho- 
gonale ;  en  d'autres  termes,  les  expressions  (33)  et  (34) 
deviennent  respectivement 


m+m^^:)' 


f37^ 


32H    ,   ?2H      2)2H  . 


lorsqu'au  lieu  de  x^  y,  z  on  prend  pour  variables  indépen- 
dantes trois  autres  variables  u^  v,  w  liées  aux  premières  par 
les  formules 

X  =  au  -\-  bv  -{-  cic         \ 

y  =:  au  -)-  b'v  -\-  c'io      \  (39) 

z  =  a"u  -f  b"v  -f  c"îo     ) 

dans  lesquelles  a,  b,  c,  a\  b\  c\  a",  b\  c"  désignent  des  cons- 
tantes  choisies  de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

^2   _|_  ^2   _^  ^2    _  „2    J^v^   -^  iV^,  (40) 

condition  qui  entraine  évidemment  les  relations 

a, +  «'2  +  a'^^  =  l,  b-'-^b'-'  +  b"^  =  i,  c'^  +  c'2+c"2=l  ,^^, 
alj^a'b'-]-a"b"  =  o,     bc-\-yc'-i-b"c"  =  o,     ca-\~ca'-\-c"a"=o.^     ' 

Pour  démontrer  cette  propriété  des  paramètres  différen- 
tiels, il  suffit  d'appliquer  la  théorie  du  changement  des 
variables  indépendantes  (n°  124). 

A  cet  effet,   mettez  d'abord  les  formules   de  transforma- 
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tion  (39)  sous  la  forme 

u  =:  ax  -{-  a'y  -(-  a"z 
V  =  bx  -{-  b'y  -f-  b"z 
10  ^  ex  -\-  c'y  -\-  c"z  ; 


H9 


m 


il  suffit  pour  cela  d'ajouter  les  équations  (39)  multipliées 
respectivement  d'abord  par  «,  6,  c,  puis  par  «',  b\  c\  enfin 
par  «",  h\  c'\  et  détenir  compte  des  conditions  (41). 

Cela  fait,  différentions  une  première  fois  les  relations  (42), 
ce  qui  donne  pour  dii^  di\  div  les  valeurs 


du  =  adx  -{-  ddy  -\-  d'dz 
dv  ■■=  bdx  -\-  b'dy  -f-  h"dz 
dio  =  cdx  -{-  c'dy  -f-  c"dz^ 


(43) 


qui,  portées  dans 


^x  ^     ^y     ^    ^    l^z 


-^-  du  +  r—  au  +  T~  "^^'' 
du  ov  '     ÙIO 


donnent  l'identité 


dx 
-\-dy 
+  dz 


<)jj  ^u  ^v 


b' 


;)H 


m 
m      ,,m     .„m      „m 

a    -r-  —  b c   ;-— 

^z  ^u  ov  ow 


,  ^H 


^y 


et,  par  suite, 


^x 

a 

-f^ 

m 

^v 

+  c 

M 

^w 

^y~ 

a 

+  ^' 

+  c 

-^z   ~ 

a! 

^b" 

Mi 

+  c 

En  faisant  la  somme  des  carrés  et  tenant  compte  des  rela- 
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tions  (41),  on  trouve  pour  le  paramètre  différentiel  du  pre- 
mier ordre  la  valeur  (37). 

Actuellement,  différentions  les  relations  (43)   en  considé- 
rant dx^  dy ^  dz  comme  constants;  on  obtient  ainsi 

dr-U-^^Q^  (i^u  :=  0,  d^îO=0, 

en  sorte  que,  dans  la  relation 

:)2H  :)2H  ^^u 

+  2  3^  ^^^y  +  2  —  dydz-{-  ^^  dzdx 

=  T-T-  du^-  4-  -T-^  dv'''  4-  ^—^  dio^  45) 

52H  ;)2H  ^2H 

4-  2  r— r-  dudv  -4-  2  r— r—  dvdîo  4-  2  r — ;—  dwdx 

'  JMdU  ÔVOIO  ôlOôX 

+  T —  d^u  4--r—  a-y  +  T—d-io, 

ou  OV  010 

les  trois  derniers  termes  disparaissent  ;  si  l'on  porte  dans 
cette  équation  les  valeurs  (43)  de  dii^  dv,  div,  on  tombe  sur 
l'identité 

r32H  ^2H  ^2H  ^2H  32H 

|_t)a;2  ?m2  ^y2  ;)^^2  i)u7)v 

^,     S^H  :)2pi-i 

ÔVOIV  OlCôUJ 

4-  ^.2  P-!H_a'2  ^  _  j'2  ^_  ,.  ^._2aT  ^ 

-t-^2/       [^^2  «       >^,2  ^        ^y2  '^       ^,^2  ^«Si,3y 


^^,  ,  S^H  ^2Hn  (46) 

25  c  r^-  —  2c  a'  r^  r-    ' 


52H        .„„52H  „„;)2H       .  „,„^ 


-f-  oficc??/  [  ]  -j-  c^ycfe  [  ]  -[-  dzdx  [  ]  =  o  ' 

De  là  résultent  six  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à 
zéro  chacune  des  parenthèses  précédentes  ;  les  trois  dernières 
sont  inutiles  pour  notre   objet,    c'est  pourquoi  nous  ne  les 
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avons  pas  calculées  ;  les  trois  premières  donnent  respective- 
ment les  expressions  de 

^  ^  ?2H 

'et  il  suffit  d'ajouter  ces  trois  expressions  en  ayant  égard  aux 
relations  (41)  pour  obtenir  l'expression  (38)  du  paramètre 
différentiel  du  second  ordre. 


Quatrième   problème  :  changement  des  variables 
intlépendantes  et  de  la  fonction 


112.    On  demande  ce    que  devient  l'expression 

lorsque^  aux  [variables  indépendantes  x  et  y  et  à  la  fonc- 
tion z,  on  substitue  deux  nouvelles  variables  indépendantes 
Il  et  V  et  une  nouvelle  fonction  iv,  étant  données  trois  rela- 
tions 

cp^  {x,  y,  z,  M,  u,  lo)  =  0,       cp2  {œ,  y,  z,  u,  y,  lo)  =  o,     ,^j^,. 
?3(^'  y,  ^>  ^1  ^,  ^^")  =  0 

entre  les  trois  nouvelles  variables  w,  ^',  iv,  et  les  variables 
primitives  x^  y^  z. 

La  marche  à  suivre  est  analogue  à  celle  du  cas  précé- 
dent. 

Pour  que  le  lecteur  saisisse  mieux  la  ressemblance  et  la 
différence,  nous  conserverons  autant  que  possible  la  rédaction 
du  n°  107,  en  n'y  introduisant  que  les  modifications  néces- 
saires et  donnant  aux  équations  correspondantes  les  mômes 
numéros  accentués. 

Les  formules  de  transformations  (21')  donnant  x,  y,  z^  en 
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fonction  de  u,  v^  w,  il  ne  s'agit,  en  somme,  que  d'exprimer 
les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  y  en  fonction 
des  dérivées  partielles  de  iv  par  rapport  à  w  et  à  v. 

Cherchons      d'abord     les     dérivées     du     premier    ordre 

^x    ^y 

Considérons,  à  cet  effet,  les  égaillés 

dw="^clu^^-^  dv  (22") 

eu  ôV  ^        ' 

et  les  relations 


hldx  ^'^■^dy  +^  dz-\-^-^  du  +^  dv  +  ^  dœ  = 

^£7a;+       . ==o)(23') 

ex  \ 

^^^+ =° 


que  l'on  obtient  en  différentiant  totalement  les  formules  de 
transformation  (21').  En  éliminant  dz^  clw^  du^  dv  entre  les 
cinq  relations  ^22'),  (22")  et  (23),  on  tombera  sur  une  égalité 

Mx  +  Bdy  (24') 

dont  le  premier  membre  est  linéaire  et  homogène  par  rap- 
port à  clx  et  dy  et  qui  devra  être  une  identité  puisque  les 
variables  x  et  y  sont  indépendantes.  Cette  identité  équivaut 
donc  aux  deux  équations  A  =  o,  B  =o,  qui,  étant  linéaires 

par  rapport  à  -^'  —-5  donneront  sans  difficulté  les  expressions 
ux  dy 

de  ces  dérivées  en   fonction  de  — -  et  de-— • 

Pour  trouver  les  dérivées  du  second  ordre  — ^.,'    ---»  -^j 

dx'    dxdy  ciy- 

on  différentiera  totalement  chacune  des   relations  (23')  en 
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considérant  dans  cette  opération  dx  qX  r/y  comme  constants. 
Entre  les  trois  relations  ainsi  obtenues 


ôx-  01/^  dz^  ôu^  cv- 

+  ^  £^^6-2  +  2  '-^  dxdy  +  2  ^  c^:»c/^  +  2  i^  c?£cc^i< 
^2  "^2  "^■^  ^2 

(25')      +  2  ^  dydv  +  2  f^^  c?i/c^h^  +  2  ^  c^wc^t^  +  2  '-^  rf^c^? 

dvOlO  1>Z  OU  OV  CîC 

3^-+    •    •    •    • =' 


-  + 


et  les  égalités 

^^Z  'd^Z  î)2^  \ 

«?^^ = ^-^  ^^^^ + 2  ^-^  c^^  ^^y + ^i  ^2/^ 

dho  =  ^  c^i^2    I    2  ^  c;«  c/y  +  ^  rf«;2  (26') 

4-  T—  o?^M  4-  -T—  d'^v,  I 

on  éliminera  d-z,  d'u,  d'v,  dhv,  et  l'on  remplacera,  en  outre, 
dîv,  du,  dv^  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (22") 
et  (23').  On  tombera  de  la  sorte  sur  une  égalité 

Tdx'-  +  ^Sdxdy  +  ildy'-  =  o, 

homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  dx  et  à  d//  et 
qui,  devant  être  une  identité,  équivaudra  aux  trois  équations 

P  =  0,        S  =:  o,        Q  =  o. 
Ces  équations  sont  d'ailleurs  linéaires  par  rapport  à 
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elles  donneront  donc  sans  difficulté  les  expressions  de  ces 
dérivées  partielles  en  fonction  des  dérivées  partielles  de  iv  par 
rapport  à  u  et  à  v. 

On  continuerait  de  même  pour  les  dérivées  d'ordre  supé-      ,; 
rieur  au  second. 

1 13.  Exemple.  —  Que  devient  l'expression 

«^  ^-^  +  2a^»^  +  /.2^,  (47) 

lorsqu'aux  variables  indépendantes  .x  et  y  et  à  la  fonction  z 
on  substitue  les  variables  indépendantes  u  et  v  et  la  fonction lo 
définies  par  les  relations 

u  =  ax^  V  =  by^  10  =  ax  -j-  hy  -)-  cz^       (48) 

«,  ô,  c  étant  des  constantes  données? 
On  a 

du  ■=.  adx^  dv  =  bdy^ 

dio  =  adx  -f-  bdy  -[-  cdz  =  la-\-c'^—]dx-\-  (b-\-c'':r-  \dy^ 
et,  par  suite,  la  relation 

dw  =  <—■  du  4-  ■:—  dv 

ou  00 

devient 

ia~\-c'':^\dx-{'ib-\-c^\dy=:a  —  dx-\~b''—dy\ 

cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

'dz  '^w  ^     .        'bz  .  'dw  ,..„, 

a -j- c  r-  =  a  ;-— 5  b  4- c  —  :=    b- —  50 

ox  ou  oy  ov 

Différentions  totalement  la  première,  il  viendra 

,LlZ  ,'dlO 

C  a—  =  a  d' — > 
ox  ou 
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c'est-à-dire 

équation  qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

ox^  ôu^  oxoy  ôuôv 

On  trouverait  de   même  en  partant  de   la  seconde  équa- 
tion (50) 

On  a  donc  pour  la  transformée  de  l'expression  (47) 
Autre  méthode 


114.  La  solution  que  nous  venons  de  donner,  pour  les 
questions  relatives  aux  changements  de  variables,  est  fondée 
sur  la  considération  des  difîérentielles  totales.  C'est  en  géné- 
ral la  meilleure  marche  à  suivre.  Il  est  cependant  avantageux 
parfois  d'employer  un  autre  procédé  fondé  sur  la  considé- 
ration des  dérivées  partielles  et  qui,  vu  l'importance  pra- 
tique des  problèmes  en  question,  ne  doit  pas  être  passée 
sous  silence.  Nous  allons  expliquer  brièvement  cette  autre 
méthode  en  nous  bornant  au  cas  général  oii  l'on  change  à 
la  fois  les  variables  indépendantes  et  la  fonction  ;  nous  con- 
serverons d'ailleurs  les  notations  du  n"  112. 

^,  étant  une  fonction  de  x  et  de  //  qui  dépendent  elles- 
mêmes  de  u  et  de  i\  est  une  fonction  composée  de  ces  nou- 
velles variables  ;  on  a  donc,  d'après  la  règle  de  dérivation 
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des  fonctions  composées, 


Dz        i^z  L*x        ^z  7)y 
^v        i)rr  t)r         ^y  l'v 


(A) 


On  en  déduit  ensuite,  en  différentiant  successivement  par 
rapport  à  ti  et  à  v  et  observant  que  —  et  -^  dépendent  de 
jc  et  de  y  qui  sont  à  leur  tour  des  fonctions  de  ii  et  de  v. 


^z  y-x 


:>z  y  y 


(B) 


+ 


l^z  y  y 


~^  :^t/l) 


y  '^v^ 


Les   équations  (A)  et  (B)  sont  linéaires  par  rapport  aux 
inconnues 


:^z 


:>i 


^z 


i\h 


y^z 


^y  ^œ-  ^œ^y 

elles  donneront  ces  quantités  lorsqu'on  y  aura  remplacé 


^  ou 

^x 

yy 

^z 

^x 

yy 

y-z 

yx 

yy 

y-z 

i 
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par  leurs  valeurs  en  fonction  de 


'dlO 

:^ia 

yho 

:>ha 

r-to 

'du 

dv' 

du^' 

dlldv 

;)u2' 

valeurs  que  l'on  tire  des  équations  obtenues  en  différentiant 
successivement  par  rapport  h  u  eihv  les  équations  de  trans- 
formation (21),  et  allant  jusqu'aux  dérivées  du  second  ordre 
inclusivement,  c'est-à-dire  jusqu'aux  dérivées  de  même  ordre 
que  les  dérivées  les  plus  hautes  qui  figurent  dans  l'expres- 
sion (20'). 

Appliquons  cette  méthode  à  l'exemple  du  n°  113. 

Les  formules  de  transformation  sont  ici 


U  V  1   , 

a  -^        b  c  ^ 


elles  donnent,  par  différentiation, 


du  _  1 

v~  — ■  ~' 
ôv       a 

^~0i  t:  =  i'  ^  — "(y:  — ^)' 

yix   _ 
diidv  ~  °' 

En  portant  ces  valeurs  dans  (A)  et  (B),  on  obtient  immé- 
diatement les  valeurs 


du 

dz 
du 

_  1  /dio 

c    \du 

dl/     1 

dv  "~  b' 

dz 
dv 

_  1  {^'^^ 

c   \dv 

dh/ 

du^  -  ^' 

,   d^z 
du"" 

1  dho 

C    dll^ 

d-'y 
dudv  ~  °' 

d-'z 

dudv 

1   dho 

C  dudv 

d^y 

dv'  =  "' 

.  d'-z 
dv' 

id-w 

~  c    dv^ 

dz         a  fdlO           \ 

dz        b  /dw 

■i\ 

dv          c    \du              ) 

dy        c\dv 

r 

d^Z         «2  ^2,^            y.^ 

ab  dho        d'-z 

b^  dho 

dx'^            C    du''  '         dxdy 

c    dudv           dl/^' 

c    dv' 

d'oii  résulte,    pour  la   transformée  de  l'expression  (47),   la 
valeur  déjà  trouvée  au  numéro  précédent. 
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Traiisforinatioii  de  Legendre 

115.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  mots 
sur  une  transformation  due  à  Legendre;  cette  transformation, 
qui  trouve  son  emploi  dans  le  calcul  intégral,  va  d'ailleurs 
nous  offrir  une  nouvelle  application  des  principes  précédents. 

Désignons,  suivant  un  usage  reçu,  respectivement,  par 

p,   q,  r,  5,  t  (51) 

les  dérivées  partielles 

^      ^       ^        ^"^       ^ 

d'une  fonction  ;:  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y. 

La  transformation  de  Legendre  consiste  à  prendre  pour 
nouvelles  variables  indépendantes  ^j  et  q  et  pour  nouvelle 
fonction 

10  =  px  ■\~  qy  —  z.  (52) 


Il   s'agit  de   calculer  les  dérivées  r,  s^  t,  en  fonction  des 
dérivées 

'bw       7>io       ^^10        b^w       y^'io 
2p         'dq        Sp'-^        ^pbq        'èq^ 


(53) 


Or  on  a 


et 


dz  =  pdx  -f-  qdy  (54) 

dp  =  7'dx  -j-  sdy  (55) 

dq  =  sdx  -]-  tdy'j  (56) 


dîv  =  xdp  -j-  ydq  -\-  pdx  -\-  qdy 
qui,  à  cause  de  (5t),  se  réduit  à 

dio  =  xdp  -j-  ydq  ; 


on  voit  par  là  que 


—  =x,  —  =  y.  o7 

dp  i)q  ^     ' 
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D'ailleurs,  en  résolvant  (55)  et  (56) par  rapport  à  dx  et  dy^ 
on  a 

ce  qui  donne 


7}p        ri  —  s^         ^q        Tip        rt  —  s^         2q       rt  — 
ou,  en  vertu  de  (57), 

'b^xo  t  ^^10  S  Ti'^w  r 


t)/)2        ri  —  s^  itp^q  rt  —  s^         ^q^        ri  —  «^  ' 

on  en  déduit 

'bho    ^  /^2^\2    _  1 

t)p^    'èq'^         \^pi>q)        '  rt  —  s^ 
et  enfin, 

t  s  r  1 


7>p^  'dp^q        c>q'^         Tip^    7)q^        yTip^qJ 


CALCUL   INFINITESIMAL. 


CHAPITRE  IX 

LES    SÉRIES  NUMÉRIQUES 


Définitions 


1 16.  On  donne  le  nom  de  série  à  toute  suite  illimitée  de 
quantités  se  succédant  suivant  une  loi  déterminée,  mais 
d'ailleurs  quelconque. 

Une  série 

W),  Mgi  ••'■>  '^111 

est  dite  convergente  lorsque  la  somme 

S„   =  W^    -f    «2   +   •••   +  ^" 

de  ses  n  premiers  termes  tend  vers  une  limite  déterminée, 
et  par  conséquent  finie ,  à  mesure  que  le  nombre  n  croît 
indéfiniment.  Cette  limite  S  est  dite  la  somme  de  la  série,  et 
l'expression  S  —  S,„  que  l'on  désigne  habituellement  par 
R„,  reçoit  le  nom  de  7'este. 

On  appelle  séine  divergente  toute  série  qui  n'est  pas 
convergente. 

117.  Comme  premier  exemple  de  série,  nous  citerons 
la  progression  géométrique 

(2,         aq,         acf^         ...,         aq" ,  ...  (1) 

Elle  est    convergente  lorsque  la  raison  q  est,   en  valeur 
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absolue,  inférieure  à  l'unité  ;  car  la  formule  connue 

1  —  q         1  —  q        1  —  q  ^  ' 

montre  que,  dans  cette  hypothèse,  S,j  a  pour  limite 

1  —  g 

puisque  ç-"  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

Dans  tout  autre  cas,  la  progression  est  une  série  diver- 
gente. En  effet,  si  q  est,  en  valeur  absolue,  supérieur  à  1, 
la  formule  (2)  montre  que  S„  croît  indéfiniment  avec  n.  Il 
en  est  de  même  pour  ^  =  -]-  1,  car  tous  les  termes  de  la 
série  sont  alors  égaux  à  «,  et  l'on  a  S„  =:  an.  Enfin  pour 
q  =  —  1  la  série  devient 

a,         —  «,         «,         —  «,         •••, 

et  S„,  étant  égal  à  zéro  ou  à  a  suivant  que  ii  est  pair  ou 
impair,  n'a  pas  de  limite  déterminée;  il  y  a  donc  encore 
divergence. 

118.  Comme  second  exemple,  nous  considérerons  la  série 

1,  2'  3'  4'  •■••'  n'  -  ^'^ 

à  laquelle  on  donne  le  nom  de  série  harmonique. 

En  groupant  les  termes,  à  partir  du  troisième,  de  la  ma- 
nière suivante  : 

ou  voit  que  chaque  groupe  a  une  valeur  plus  grande  que  -y 
Donc,   quand  n  croit  indéfiniment,  S„,  renfermant  la  quan- 
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1 

tité  -  autant  de  fois  qu'on  veut,   finit  par   surpasser   toute 
limite  ;  la  série  harmonique  est  donc  divergente. 

119.  Pour  qiiune  seine  soit  convergente,  il  faut  que  le 
terme  général  u,^  tende  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

En  effet,  S  étant  la  somme  d'une  série  convergente,  S„  et 
S„-|-i  ont  l'une  et  l'autre  pour  limite  S,  et  par  suite  leur 
différence,  c'est-à-dire  u,,,  a  pour  limite  zéro. 

Mais  la  condition  n'est  pcLs  suffisante.,  témoin  la  série 
harmonique  (2)  qui  est   divergente  (n°   118),  bien   que  son 

1 
terme  général  -  tende  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment . 


Caractère  cjéiiéral  de  convergence 

120.  Pour  qu'une  série  soit  convergente,  il  faut  et  il 
suffit  que,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  p,  la  diffé- 
rence S„-j-p  —  S,j  tende  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment. 

i°  La  condition  est  nécessaire;  car,  si  S  désigne  la  somme 
d'une  série  convergente,  S„  et  S„-j_p  ont  l'une  et  l'autre  pour 
limite  S  lorsque  n  croît  indéfiniment,  et  par  suite  leur  dif- 
férence a  pour  limite  zéro  ; 

2°  La  condition  est  suffisante. 

En  effet,  par  hypothèse,  à  tout  nombre  s  positif  et  aussi 
petit  qu'on  veut  répond  un  nombre  entier  et  positif  z;  tel 
que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  p, 

I    ^v  +  p  ^c    I     ^    ^1 

ou 

^v  ^    <C    !5^4-p    <C    b^   -j-   £  I 

cela  revient  à  dire  qu'on  a 

S,  -  £  <  S„  <  S.,  +■  £  (4) 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  v. 
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Cela  posé,  attribuons  successivement  à  s  des  valeurs  sj, 
S2,  £o,  ...,  indéfiniment  décroissantes,  et  soient  t'^,  v^,  Vo,  ..., 
les  valeurs  correspondantes  de  i;. 

Désignons  en  outre  par  A,,  la  plus  grande  des  quantités 

et  par  B;,  la  plus  petite  des  quantités 

On  aura,  d'après  (4),  pour  toutes  les  valeurs  de  7i  supérieures 

à  la  fois  à  v^^  v^-.  ...,  i'/n 

A^t  <  S„  <  B^., 

et  pour  démontrer  que  S„  a  pour  ?i  infini,  une  limite  déter- 
minée, il  suffit  de  montrer  que,  lorsque/' croît  indéfiniment, 
A;,,  et  B/t  tendent  vers  une  même  limite. 

Or,  lorsque  k  augmente.  A;,  ne  décroît  pas  et  reste  supé- 
rieur à  Bj,  tandis  que  B,,  ne  croît  pas  et  reste  supérieur  à  Aj  ; 
A,,  et  B;,.  ont  donc  chacun  une  limite  déterminée,  et  ces 
deux  limites  sont  égales,  puisqu'on  a 

B/,  -  A,  <  (S.,  +  EA-)  —  (S.,,  —  £/,)  <  2e,, 

et  que  s,,  tend  vers  zéro  lorsque  k  augmente  indéfiniment. 

121.  L'importance  de  ce  théorème,  au  point  de  vue  théo- 
rique, ne  doit  pas  faire  illusion  sur  sa  portée  pratique  ;  s'il 
intervient  utilement  dans  la  démonstration  de  certaines  pro- 
positions, il  est  d'un  emploi  peu  commode  pour  reconnaître 
la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  donnée.  Pour 
atteindre  ce  dernier  but,  le  procédé  le  plus  fécond  consiste, 
sans  contredit,  dans  la  comparaison  delà  série  proposée  avec 
des  séries  dont  on  connaît  la  convergence  ou  la  divergence. 
De  cette  comparaison  résultent  diverses  règles  dont  nous 
nous  bornerons  à  indiquer  les  plus  usuelles  ;  d'ailleurs,  jus- 
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qu'au  n°  136,  il  ne  sera  question  que  des  séries  dont  tous  les 
termes  sont  positifs. 


Premières  notions 
sur   les   séries  dont  tous   les  tei'ines   sont  positifs 


122.  Pour  démontrer  qu'une  série  à  termes  positifs  est 
convergente,  il  suffit  de  prouver  que  la  somme  S„  des  n  pre- 
miers termes  reste,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  infé- 
rieure  à  un  nombre  fixe.  Car  S,,,  croissant  avec  n  et  restant 
moindre  qu'un  nombre  fixe,  a  une  limite  déterminée. 

123.  Il  résulte  de  là  o^hine  série  U  à  termes  positifs  est 
convergente  si  ses  termes  sont  moindres  respectivement  que 
ceux  d'une  autre  série  U'  à  termes  positifs  et  convergente.  En 
effet,  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série  U  est 
alors  moindre  que  la  somme  S„'  des  n  premiers  termes  de 
la  série  U',  et,  par  suite,  moindre  que  la  somme  S  de  cette 
dernière  série. 

De  même,  une  série  U  à  termes  positifs  est  divergente,  si 
ces  termes  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  d'une 
autre  série  U'  à  termes  positifs  et  divergents,  car  S„,  croît 
indéfiniment  avec  n,  puisqu'elle  reste  supérieure  à  S,/,  qui, 
par  hypothèse,  croît  au-delà  de  toute  limite. 

Voici  quelques  applications  de  ces  principes. 

124.  La  série 


J_  j_  J_  J_ 

!«'         y;*'         3*'         '"'         n* 


où  a  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  est  convergente 
si  a  est  plus  grand  que  1,  et  divergente  si  a  est  égal  ou  in- 
férieur à  1. 
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En  effet  : 

Soit  d'abord  a  >>  1,  et  posons 


1 

u. 

î 

- 

^2 

1« 

=-  + 

1 

3°'' 

! 

\ 

1 

1 

1 

M3 

1 

5« 
1 

+ 

6a  + 

7«' 
1 

Uj^ 

—  8^  + 

9^ 

+ 

...+ 

15«' 

la  série 

proposée  deviendra 

Wi, 

^2, 

u.. 

i- 

M,, 

mais  on  a  évidemment 

If,    =    1, 

1 

1 

M2  <2. 

2* 
1 

< 

1 

M3<4. 

4« 
1 

< 

4a- l' 
1 

M,  <  8 . 

8^ 

< 

ga-l 

3 

(6) 


les  termes  de  la  série  (6)  sont  donc  respectivement  moindres 
que  ceux  d'une  progression  dont  la  raison 


est  inférieure  à  1,  puisque,  a  étant  >>  1,  2^~^  est  plus 
grand  que  l'unité.  Il  y  a  donc  convergence  (n"  123). 

Dans  le  cas  où  a  =  1,  la  série  (5)  n'est  autre  que  la  série 
harmonique  dont  on  a  démontré  la  divergence  aun"  118. 

Soit  enfin  x  <[  1  ;  on  a  alors 

1        1 

n*       n 
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1 

par  suite,  les  termes  de  la  série  (5)  étant  supérieurs  aux 
termes  correspondants  de  la  série  harmonique,  il  y  a  encore 
divergence  (n"  123). 


(7) 


125.  La  série 

i                   1 

1 

2  1og2'         31og3' 

4  log4 

est  divergente. 

les:  w 


En  effet,  si  l'on  pose 
1 


2  log2 


1         ,         1 

^2  ~3  1og3"^  4log4' 

1         I  .         1 


5  logo    '    ■"    '    8  logS 
1 


+  •■• 


^  ~"9  log9~  ■■■    '    16  logl6  ' 

la  série  proposée  deviendra 

t(^,         u^,        M^v         Wj,        ...  ;  (8) 

mais  on  a  évidemment 

1 


u.  > 


2  log  2  ' 


2  11 

Mo   >  Tl 7   >  7^ 


2  -    4  log  4  "^  2  2  log  2' 
1 


""^  -^  8  log  8  -^  3  "  2  log  2  ' 

8         .    1  1        . 

^■*  ^  16  log  16  -^  4  '  21og2  ' 


Les  termes  de  la  série  (8)  sont  donc  respectivement  plus 
grands  que  ceux  de  la  série  harmonique  multipliés  par  le 

facteur  7^^ — p:  ;  il  y  a  donc  divergence  (n°  123). 
2log2'      -^  ^  '  . 
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126.  Une  série  à  termes  positif  s  est  divergente  si  nii^  tend^ 
pourn  =  00,  vers  une  limite  A  plus  grande  que  zéro.  En  effet, 
q  désignant  un  nombre  fixe  pris  à  volonté  entre  0  et  a,  on 

q 
aura,  à  partir  d'un  certain  rang,  :^iz^j>-Ç',d'oiit^„>--  jlestermes 

de  la  série  seront  donc  plus  grands  que  ceux  de  la  série 

1 
harmonique  multipliés  par  le  facteur-;  il  y  a  donc  diver- 
gence (n°  123). 


Règles  de  cl'Aleinbert  et  tle  Cauchy 


127.   Une  série  à  termes  positifs  u^^  Uo,  ••■,   w,n     •■,  ^^t 
convergente  si  le  rapport 


Un 


(9) 


dhin  terme  au  précédent  tend^  lorsque  n  croit  indéfiniment., 
vers  une  limite  A  inférieure  à  V unité;  elle  est  divergente.,  si 
le  rappjort  (9)  a  une  limite  a  p)lus  grande  que  l'unité. 

En  effet,  désignons  par  q  un  nombre  fixe  pris  à  volonté 
entre  1  et  a. 

Si  A  est  plus  petit  que  1,  le  rapport  (9)  sera,  à  partir  d'un 
certain  rang  n,  aussi  voisin  de  a  qu'on  voudra  et  par  suite 
inférieur  h.  q.  On  aura  donc 

u„  +,  <  q  .  u,„ 

u„  +  .,<q.  M„  +  ,   <  q^  .  u„, 

u„  +  ^  <  q  .  ?f„  +  2  <  q-  .  u,„ 


Par   suite,    à    partir   d'un    certain    rang,  les  termes  de 
la   série    considérée   seront   inférieurs   aux  termes  corres- 
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pondants  de  la  progression  géométrique  décroissante 

M„,       q  .  Un,       q^  .  u,n       q^  •  M„,        ...; 

il  y  aura  donc  convergence  (n°'  117  et  123)  (^). 

Si  A  est  plus  grand  que  1,  le  rapport  (9)  sera,  à  partir  d'un 
certain  rang,  supérieur  àç»,  et  comme  q  est  plus  grand  que  1  ; 
les  termes  iront  donc  en  augmentant,  et  il  y  aura  diver- 
gence, puisque  le  terme  général  ne  tendra  pas  vers  zéro. 

La   règle  précédente,    attribuée  à  Dalembert,  n'apprend 

rien  dans  le  cas  où  le  rapport  (9)  a  pour  limite  l'unité.  La 

série  peut  être  alors  soit  convergente,  soit  divergente.  Par 

exemple,  si  l'on  considère  la  série  dont  le  terme  général  est 

1  1 

—  et  celle  dont  le  terme  général  est  —  '  on  sait  (n°  12i)  lue  la 

n  ^  n-  ^ 

prerriière  est  divergente  et  que  la  seconde  est  convergente; 

et,  pourtant,  dans  les  deux  cas,  le  rapport  (9)  a  l'unité  pour 

limite. 

Il  importe  toutefois  de  remarquer  que,  si  le  rapport  (9) 

tend  vers  1  en  restant  à  partir  d'un  certain  rang  supérieur 

à  1,  la  série  est  divergente  ;  car  les  termes  finissent  par  aller 

toujours  en  croissant. 

128.  Une  série  à  termes  positifs  u^^  z^o,  ...,  u^,  ...,  est 
convergente  si  V expression 

\/^  (10) 

tend^  lorsque  n  croit  indéfiniment^  vers  une  limite  a  inférieure 
à  l'unité.  Elle  est  divergente  si  ce  rapport  a  une-  limite  plus 
grande  que  l'unité. 

En  effet,  soit  q  un  nombre  pris  à  volonté  entre  1  et  a. 

Si  A  est  moindre  que  1,  l'expression  (10)  sera,  à  partir  d'un 

(1")  On  voit  que  notre  énoncé  est  plus  restrictif  que  la  démonstration  ;  le 
raisonnement  ne  suppose  pas  en  effet  que  le  rapport  (9)  ait  une  limite  ;  il  ne 
lui  impose  que  la  condition  de  finir  par  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe 
moindre  que  l'unité.  Mais  l'extension  qu'on  peut  ainsi  donner  à  l'énoncé, 
et  qui  mérite  d'être  signalée  au  point  de  vue  théorique,  n'a  en  réalité  aucune 
importance  pratique. 
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certain  rang,  inférieure  h  q  ;  on  aura  donc 

Un  <  q'\ 

et  il  y  aura  convergence,  puisque  les  termes  seront,  à  par- 
tir d'un  certain  rang,  inférieurs  à  ceux  de  la  progression  géo- 
métrique décroissante  g,  ç'q,  ç'o  ...,  Çn,  ••• 

Si  A  est  plus  grand  que  1,  l'expression  (10)  sera,  à  partir 
d'un  certain  rang  supérieure  à  ^  ;  on  aura  donc  u^  >  ç-",  et 
par  suite  la  série  sera  divergente,  puisque,  q  étant  supérieur 
à  1,  son  terme  général  u,^  croîtra  au  lieu  de  tendre  vers 
zéro. 

Cette  règle,  attribuée  à  Gauchy,  laisse  comme  celle  de 
Dalembert  un  cas  douteux,  c'est  celui  oii  l'expression  (10) 
a  pour  limite  l'unité;  toutefois  on  peut  affirmer  qu'il  y  a 
divergence,  lorsque  l'expression  (10)  tend  vers  1  en  restant  à 
partir  d'un  certain  rang  supérieure  à  1 . 

129.  Exemples  : 
1°  Soit  la  série 

lA/  lAy  lAy  1  tJU  i 

1  2  3     '  n 

où  X  représente  un  nombre  positif.  On  a 

u„  +  ^  _       n 
u,i  n  -\-  l 

et  par  suite 

lim  — —  =  X  ; 

Un 

la  série  est  donc  convergente  si  x  est  >■  1,  et  divergente  si 
a:  est  <  1.  On  sait  d'ailleurs  qu'elle  est  encore  divergente 
pour  a;=  1,  puisqu'elle  se  réduit  alors  à  la  série  harmo- 
nique. 

2"  Soit  la  série 


1 

1, 

1 

1 

\ 

1 

1 

1 

2' 

8' 

4' 

32' 

16 

■■'       92(...-.' 

92  |J. 
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IL   j_  \ 

Le  rapport  -'^-^  a  ici  pour  valeur  alternativement  2  et  -; 

il  n'a  donc  pas  de  limite  déterminée,  et  la  règle  de  Dalem- 
bert    n'est    pas    applicable.    Mais,     pour    V?^„,    on    trouve 


et 


*  'A.  - 

V  2" 

1 

2 

si  n 

est  impair, 

V  :2" 

= 

1 

2'-| 

^   si  n  est  pair  ; 

n< 1 

on  a  donc  bien  \/w„  =  -■>  et,  par  suite,  en  vertu  de  la  règle 
de  Cauchy,  la  série  est  convergente. 

130.  L'exemple  qui  précède  montre  que  l'expression  V^^w 
peut  avoir,  pour  n=  ce,   une  limite  déterminée,  sans  qu'il 

en  soit  de  même  du  rapport   — ^^• 

fit   . 
Mais  la  réciproque    n'est  pas  vraie.  Si  le   rapport  — ^^ 

a  une  limite  déterminée  a,  pour  n  =^  rx)  ^  l'expression  '\jun 
aura  aussi  une  limite  déterminée,  et  cette  limite  sera  préci- 
sément égale  à  A. 

En  etïet,  d'après  l'hypothèse,  le  raport  — ^^  reste,  à  partir 

d'une  certaine  valeur  de  n,  compris  entre  a  —  £  et  a  +  a, 
£  étant  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut.  On  peut 
même  supposer  cette  valeur  de  n  égale  à  l'unité  (cela  revient 
à  supprimer  en  tête  de  la  série  un  nombre  fini  de  termes). 
On  aura  donc 

X  —  £    <    -^-    <    X   +   £, 
U, 

X—   £    <    ^<    X   +   £, 


X  —  £  <  -^^—  <  X  +  £  ; 
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d'où  en  multipliant 

(X  -  s)''  <  ^^   <  X  +  e)«, 
OU 

ce  qui  montre  que  '\JUn  a  pour  limite  a,  puisque  \ju^  tend 
vers  l'unité. 

llègle  de  Kuniiner 


131.  La  règle  de  Dalembert  n'est  qu'un  cas  très  parti- 
culier d'une  proposition  due  à  Kummer  et  fertile  en  consé- 
quences relativement  à  la  convergence  des  séries.  Voici  cette 
proposition: 

Soit  cin-iine  fonction  positive  de  n.  La  série  à  termes  posi- 
tifs z^i,  ^^.^,  ...,  Un,  ...,  est  convergente,  si  F  expression 

Un — '~  —  an  +  ^  (11) 

a.  pour  n,  =  œ  ,  une  limite  positive  X.  Elle  est  divergente,  si 
l'expression  [li)  a  une  limite  négative  et  si,  de  plus,  la  série 

qui  a  pour  terme  général  —  est  divergente. 

En  effet,  soit  q  un  nombre  choisi  à  volonté  entre  o  et  a. 
L'expression  (11)  sera,  à  partir  d'une  certaine  valeur/*  de  n, 
supérieure  à  ç-,  et  l'on  aura 

1      ■  ' 

i. 
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on  en  déduit  par  addition 

et  a  fortiori 

1 

O;,    <C    Jp  -y-  ~  ClpUp. 

La  somme  S,j  reste  donc,  quand  n  croît  indéfiniment,  infé- 
rieure à  une  quantité  fixe  positive,  et  par  suite  (n°  123)  la 
série  est  convergente. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  il  suffit 
d'observer  que,  si  l'expression  (M)  a  une  limite  négative, 
cette  expression  restera  négative  à  partir  d'une  certaine 
valeur  p  de  ;?,  en  sorte  qu'on  aura 

Clptlp    <^    U.  p  j^  ^U  p  j- ^    <^    ...     <^   (^lAhi  , 

d'où  l'on  déduit 

1 

Un    >  OpUp   .    —  • 

Les  termes  de  la  série  considérée  sont  donc,  à  partir  d'un 
certain  rang,  supérieurs  à  ceux  de  la  série 


i+±  +  ...  +  i+...v 


et  comme  cette  série  est  supposée  divergente,  la  série  pro- 
posée l'est  aussi. 

132.  Le  théorème  de  Kummer  fournit  une  infinité  de 
règles  particulières,  suivant  le  choix  que  l'on  fait  de  la  fonc- 
tion positive  «,j.  Nous  nous  bornerons  à  citer  les  plus  inté- 
ressantes :  ce  sont  celles  oii  l'on  prend  pour  «„  l'une  des 
quantités 

1,  n,  n  logw  ; 

1 

dans  chacun  de  ces  cas,  la  série  qui  a  pour  ternie  vénérai  — 
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est    évidemment   divergente,    comme   l'exige   d'ailleurs  la 
seconde  partie  de  la  règle  de  Kummer. 

V  Pour  a„=  1,  Texpression  (11)  se  réduit  à 


i'n 


Or,  dire  que  cette  expression  a  une  limite  positive  ou  néga- 
tive équivaut  à  dire  que  le  rapport    "  "^  ^  a  une  limite  infé- 

rieure  ou  supérieure  à  l'unité;  on  retombe  donc  sur  la  règle 
de  Dalembert. 

2"  Pour  «„  =  ;i,  l'expression  devient 

n-^-{n+i),  (12) 

et  l'on  tombe  sur  une  règle  due  à  Duhamel. 
3"  Pour  «„  ^  71  log  ;i,  l'expression  (11)  devient 

n  \ogn  -.  (^^)  —  [71  -f-  1)  l<)g'(n  +  1),        (13) 

et  l'on  retrouve  ainsi  une  règle  due  à  M.  Bertrand. 

IJèçjle  de  iiaiiss 


lîiîî.  Nous  avons  déjà  fait  observer  que  l'on  ne  pouvait 
rien  affirmer  sur  la  convergence- ou  la  divergence  d'une  série 

à  termes  positifs,  lorsque  le  rapport    "  "^  '  avait  l'unité  pour 

limite  (sans    finir  par  rester    toujours    supérieur    à     cette 
limite). 

Gauss  à  donné  pour  lever  ce  d<mte  une  règle  très  simple, 
relative  au  cas  oii  le  rapport  en  question  s'exprime  par  une 
fraction  rationnelle  de  /i.  Ce  cas,  fréquent  dans  la  pratique, 
est    moins  particulier  qu'on    serait   tenté  de   le  croire    au 
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premier  abord,  si  l'on  oubliait  de  remarquer  qu'il  n'est  nulle- 
ment question  ici  des  valeurs  de  u„  et  de  u^  + 1,  mais  seule- 
ment de  leur  rapport. 

Puisque  le  rapport  a  pour  hypothèse  l'unité  pour  limite, 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle 
qui  l'exprime  doivent  être  des  polynômes  ayant  même  degré 
et  même  premier  terme  ;  et  dès  lors,  en  divisant  haut  et  bas 
par  le  coefficient  de  ce  premier  terme,  on  voit  que  le  rap- 
port considéré  doit  être  de  la  forme 


u„ 


(14) 


Gela  posé,  voici  l'énoncé  du  théorème  de  Gauss  : 
Pour  qiCune  série  telle  que  le  rapport  rTun  terme  au  précé- 
dent ait  la  forme  (14)  soit  convergente,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  différence  A  — a  soit  plus  grande  que  Vunité. 

134.  On  peut  mettre  la  relation  (14)  sous  la  forme 

ii„  A  —  a    .    H 

=  1  -f- \-  — ' 

u„  ^ ,  n  "  n- 


H  étant   une  fonction  de  n  qui  reste  finie  lorsque  n  croit 
indéfiniment,  et  substituer  à  la  règle  de  Gauss  la  suivante  qui 
est  un  peu  plus  générale  : 
Si  l'on  a 

-^^  =  1  4-  -  +  M  (15) 

h  désignant  un  nombre  et  H  une  fonction  de  n  qui  reste 
finie,  la  série  à  termes  positif  s  u^,  ...,  u,,  ••••,  est  convergente 
lorsque  h  est  supérieur  à  1  et  divergente  lorsque  h  est  égal 
ou  inférieur  à  1. 

La  démonstration  est  une  simple  application  des  règles 
du  numéro  précédent. 

En   effet,   d'abord,  eu  égard  à  la  formule    (15),   l'expres- 
sion (12,  n°  132)  devient 

A  —  1  +  -. 
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d'où  l'on  voit  que  cette  expression  a  pour  limite  k  —  1,  et 
par  suite  (n"  133),  que  la  série  est  convergente  pour  A  >  1 
et  divergente  pour  h  <i  i. 

Supposons    maintenant    A    =--    1,    auquel    cas    l'expres- 
sion  (15)  devient 


et  par  suite  l'expression  (13,  n"  132)  se  réduit  à 
\osn       ,      t/,    ,    1\"  /.    ,    1 


H 


■°="i('+*)"(*+-:)^ 


cette  expression  ayant  pour  limite  —  1,  la  série  proposée 
est  divergente  (n"  133). 

135.  Exemples  : 
1°  Soit  la  série 


1, 

On  a  ici 


1  .3  1.3.5 

2.4'  2.4.6 


*«  +  I 


,    1 

^  H-  9 


xi,t  n  -\-  \ 

cette  expression  comparée  à  (14)  donne 

1 


-r 


A:-l, 


et  par  suite  A  —  «  ^  :^;  la  série  est  donc  divergente  (n°  133). 
2°  Soit  la  série  dont  le  terme  général  est 

1.3.5  ...  (2w  4-  1)  1 


"  "~  2.4.6  ...  (2w  4- 2)    2nH-3 
on  a 

.    ,    9  . 

_M„     _  [In  4-  4)  (2n  +  5)  _  ^^    ^  2  "^  "^  •' 

^'- .  ~  (^^  +  '')"  ~  n^  +  3.  4-  f 

■4 

r,A'.i:iL    I.M'IiMTKSniAI,. 


10 
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cette  expression,  comparée  à  (14),  donne 

a  =  3,         ^  =  2  ; 

3 
et  par  suite  A  —  a  =  -;  la  série  proposée  est  donc  conver- 
gente (n°  133). 

Série  alternée 

136.  Quand  les  termes  d'une  série  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  on  dit  que  la  série  est  alternée. 

Une  série  alternée  est  convergente  si,  à  partir  d'un  certain 
rang,  chaque  terme  est  inférieur  en  valeur  absolue  à  celui 
qui  le  précède,  et  si  le  terme  général  u^^  tend  vers  zéro  lorsque 
n  croît  indéfiniment. 

En  effet,  faisons  abstraction  des  termes  qui  précèdent  le 
premier  terme  positif  à  partir  duquel  la  loi  se  manifeste ,  et 
mettons  les  signes  en  évidence  ;  la  série  considérée  sera 
alors  représentée  par 

u^  —  ^^2  "f"  ^^3  —  ^.i  "i~  •■•  —  ^*'i  H=  ^^'  +  1  =t  ... 

u^,  Ur,,  ...,  étant  des  quantités  positives,  telles  que  l'on  ait 

u^  >  i^y  >  M3  ...  >  M„  >  w„  +  ,   <  ... 
et 

limw„=o          pour         n  =  ce. 

Les  relations  évidentes 

.S„  +  ,  —  S„      =zp  u„  +  ^,  (16) 

OÙ  les  signes  supérieurs  se  correspondant,  ainsi  que  les 
signes  inférieurs,  montrent  que  les  différences  S„  +  i  —  S„, 
S„+i  —  S„_i  ont    des   signes  contraires,    puisque   Un  +  t   et 


LES    SÉRIES    NUMÉRIQUES  147 

(m,j  —  u,i  +  i)  sont,  par  hypothèse,  positives.  En  d'autres 
termes,  les  sommes  successives  Sj.  So,  ...,  S„,  ...  sont  telles 
que  chacune  d'elles  est  comprise  entre  les  deux  qui  la 
précèdent  immédiatement. 

Représentons  ces  sommes  par  des  longueurs 

0A,,0A2.  ...,  0A,„  ... 

portées  sur  une  même  droite,  à  partir  d'un  même  point  0 
et  dans  le  même  sens  OX.  (Nous  laissons  au  lecteur  le 
soin  de  faire  la  figure.)  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  Ao 
tombera  entre  0  et  Aj,  Ao  tombera  entre  Aj  et  A.,,  A^  entre 
Ao  et  A3  ...  et  ainsi  de  suite.  Les  sommes  de  rang  pair 
So  =  OAo,  84=  OA4  ...  iront  donc  en  croissant  et  resteront 
moindres  que  l'une  quelconque  des  sommes  de  rang  impair; 
elles  auront  donc  une  limite  L.  De  même  les  sommes  de  rang 
impair  S^  =  OAj,  S.,  =  OA.3  ...  iront  en  décroissant  et  reste- 
ront supérieures  à  l'une  quelconque  des  sommes  de  rang 
pair;  elles  auront  donc  aussi  vme  limite  L'.  Enfin  les  limites 
L  et  L'  seront  égales  en  vertu  de  la  relation  (16),  puisque 
par  hypothèse  u,^^^  tend  vers  zéro.  La  série  proposée  est 
donc  convergente  et  a  pour  somme  la  valeur  commune  S  de 
L  et  de  L'. 

1ÎÎ7.  Il  résulte  de  cette  démonstration  que  toute  somme 
de  rang  pair  est  une  valeur  approchée  de  S  par  défaut,  tandis 
que  toute  somme  de  rang  impair  est  une  valeur  de  S  appro- 
chée par  excès;  d'ailleurs  l'erreur  commise  est  toujours 
moindre  que  la  valeur  absolue  du  premier  terme  négligé, 
puisque  l'addition  de  ce  terme  (pris  avec  son  signe)  change 
le  sens  de  l'approximation. 

138.   Exemple  : 

1"  La  série  harmonique  alternée 


1       i       1  (~  1)" 

-  +  -  —  -+...  +  ^ -^  + 
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est  convergente;  elle  remplit  en  effet  toutes  les  conditions 
énoncées  au  n°  136. 
2°  La  série  alternée 

est  au  contraire,  divergente  ;  les  valeurs  absolues  de  ses 
termes  vont,  il  est  vrai,  en  décroissant  ;  mais  le  terme 
général  n'a  pas  zéro  pour  limite. 


Séries  dont  les  termes  ont  des  signes  qiieIcon<jnes 


139.  Pour  qiiwie  série  soit  convergente^  il  suffit  que  les 
modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente. 

En  effet,  désignons  respectivement  par  S„  et  S'„  la  somme 
des  w  premiers  termes  dans  la  série  proposée  et  dans  la  série 
des  modules  ;  soient  en  outre  P„  et  —  Q,^  la  somme  des 
termes  positifs  et  celle  des  termes  négatifs  contenue  dans  S„. 
On  aura 

(17)        S,  =  P„  -  Q„        et        S/,  =  P„,  +  Q,„        (18) 

Puisque  la  série  des  modules  est  convergente,  S'„  tend 
vers  une  limite  L,  quand  n  croît  indéfiniment;  et  la  relation 
(18)  montre  que  P„  et  Q„,  qui  sont  positifs  et  ne  peuvent 
varier  qu'en  croissant  lorsque  n  croît,  restent  l'un  et  l'autre 
inférieurs  à  L.  Donc  P„  et  Q„  ont  des  limites  déterminées  P 
et  Q,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (17),  S„  a  pour 
limite  P  —  Q,  ce  qui  prouve  la  convergence  de  la  série 
proposée. 

La  condition  précédente  est  suffisante,  mais  elle  n'est  pas 
nécessaire.  Par  exemple,  la  série  harmonique  alternée  est 
convergente  (n°  138,  1°),  tandis  que  la  série  des  modules,  qui 
n'est  autre  que  la  série  harmonique  ordinaire,  est  diver- 
gente (n''  118). 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  les  séries  convergentes  en 
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deux  classes  :  celles  qu'on  nomme  absolument  convergentes 
et  pour  lesquelles  la  série  des  modules  est  convergente,  et 
celles  qu'on  nomme  semi-convercj entes  et  pour  lesquelles  la 
série  des  modules  est  divergente. 

140.  Le  simple  rapprochement  du  numéro  qui  précède 
et  du  n»  123  montre  (\^une  série  est  absolument  convergente 
si,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  modules  de  ses  termes  sont 
respectivement  moindres  que  les  modules  des  termes  d'une 
autre  série  absolument  convergente. 

Il  résulte  de  là  que,  si  une  série 

t(j,  ^25  "-i  «' 

est  absolument  convergente,  il  en  est  de   même  de  la  série 

où  a^,  «o,  ...,  a,„  ...  désignent  des  quantités  ayant  des  signes 
quelconques  mais  des  modules  inférieurs  à  un  nombre  positif 
donné  A.  En  effet,  on  a 

I  ««w„  I  <  A  I  u„  I  , 

et,  par  suite,  les  modules  des  termes  de  la  seconde  série 
sont  inférieurs  aux  modules  des  termes  de  la  deuxième 
multipliés  par  A. 

141 .  Si  une  série 

U^,  ^2,  ...  M,M  ...  (19) 

es/  absolument  convergente,  elle  reste  convergente  et  conserve 
sa  somme  S,  lorsquon  modifie  arbitrairement  l^jrdre  des 
t,ermes. 

En  eiret,  par  hypothèse,  la  série  des  modules 

I    «,    I    ,      \U.,\,    ...    I    Un\    ,...  (20) 


150  CHAPITRE    IX 

est  convergente  ;  par  suite  la  somme 

I    M«  +  1     i    +    i    W«-V2    I    4-    •••,  ('^1) 

qui  est  le  reste  R„  de  la  série  des  modules,  tend  vers  zéro 
quand  n  croît  indéfiniment,  et  il  en  est  a  fortiori  de  môme 
de  la  somme 


+  i  ^<3 


f99.1 


formée  par  un  certain  nombre  de  termes  de  (21). 

Cela  posé,  soit  S'„'  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série  qui  résulte  de  la  proposée  (19)  par  le  changement  de 
l'ordre  des  termes.  Quelque  grand  que  soit  n,  on  peut  prendre 
71  assez  grand  pour  que  SV  contienne  tous  les  termes  de 

^n  =  u^-]-u^4-  ...  -^  u„. 

La  différence  S'„  —  S„  ne  contiendra  donc  que  des  termes 

Wa,    ?/|3,    ...,   Ul, 

dont  l'indice  est  supérieur  à  n;  la  valeur  absolue  |  S'„  —  S„  \ 
de  cette  différence  est  donc  moindre  que  la  somme  (22);  elle 
tend  donc  vers  zéro  quand  «,  et  par  suite  n\  croissent  indé- 
finiment. Mais  alors  S„  tend  vers  S  ;  donc  enfin  S'„  a  pour 
limite  S. 

1=42.  Lorsqu'une  série  est  semi-convergente,  on  ne 
saurait  changer  l'ordre  des  termes  sans  courir  le  risque 
d'altérer  la  somme  de  la  série  ou  même  de  lui  faire  perdre 
sa  convergence.  C'est  Dirichlet  qui  a  le  premier  attiré 
l'attention  sur  ces  faits,  que  deux  exemples  suffiront  à 
mettre  en*  évidence. 

Soit  la  série 

11111 

que  l'on  sait  (n°'  138  et  118)  être  convergente. 
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Considérons  la  série 

(^-i-î)+(i-i-i)+a-ïï,-é) +•■•■(-) 

que  l'on  déduit  de  la  précédente  en  faisant  suivre  d'abord 
le  premier  terme  positif  des  deux  premiers  termes  négatifs, 
puis  le  second  terme  positif  du  troisième  et  du  quatrième 
termes  négatifs,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  montrer  que  la  série  (24)  est  convergente, 
mais  que  sa  somme  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  S  de 
la  série  primitive  (23). 

En  effet,  en  réduisant  à  un  seul  terme  les  deux  premiers 
termes  de  chaque  trinôme  entre  parenthèses,  la  série  (24) 
devient 

2       V  ^  VB       8/  ^  \10       12/ ^      ' 


ou 


1  /         11111 
-(1— -4--  — --I--  — -4- 


c'est-à-dire  la    série    primitive    (23),  dont  on   a    multiplié 
chaque  terme  par  -  • 

C'est  là  un  exemple  du  cas  où  le  changement  d'ordre 
des  termes  altère  la  somme  sans  faire  perdre  à  la  série  sa 
convergence. 

Pour  avoir  un  exemple  du  cas  où  le  changement  d'ordre 
des  termes  rend  la  série  divergente,  nous  considérerons  la 
série  semi-convergente  (n°'  124  et  136): 

1  _l-*4-i-_  J-4- 

En  disposant  ses  termes  de  la  manière  suivante  : 
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on  forme  une  nouvelle  série  dont  le  terme  général 

—        ^         ,  1        _  J_ 

\jAn  —  3        \J^n  —  1        sj'îi.n 

est  plus  grand  que  la  quantité  positive 

1,1  i  /.         1  \    1 

V4n       V4n       s/2n  \  \J^/  \/n 

1 
et  a  fortiori  plus  grand  que  le  terme  général  -  de  la  série 

harmonique  ;  la  nouvelle  série  est  donc  divergente. 
Addition  et  multiplication  des  séries 

143.  Si  les  séries 

M| ,  U^^  . . . ,  M,j, 

V^,  V^i  •..,  Wn, 

sont  convergentes  et  ont  respectivement  pour  sommes  u  et  v, 
la  série 

formée  en  ajoutant  les  précédentes  terme  à  ternie^  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  u  -f-  v. 

En  effet,  en  désignant  respectivement  par  U„,  V„  et  S,j  la 
somme  des  n  premiers  termes  dans  chacune  des  trois  séries 
considérées,  on  a 

et,  par  suite,  lorsque  n  croît  indéfiniment 

lim  S„  =:  M  4"  ^ 
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144.  Si  les  deux  séries 

Wo»         ^h^        •••'         ^'M         •••  (23) 

Uo,         v^,         ...,         w„,         ...  (26) 

sont  convergentes  et  ont  i^our  sommes  resjiectives  u  et  v  ; 
si  de  jilus  Vune  d'elles  au  moins  [la  jyremière  par  exemple) 
est  absolument  convergente^  la  série 

iVq,         lOi,         ...,         10, „         ...,  (2-7) 

qîd  a  pour  terme  général 

10 „  =  M„W„  +  2<^U„_^   4-    ...    +  U,{0^,  (28) 

est  convergente  et  a  pour  somme  le  produit  uv. 

En  effet,  désignons  respectivement  par  U„,  V„,  W„  la 
somme  des  (;i  +  1)  premiers  termes  dans  chacune  des  trois 
séries  considérées.  La  différence 

0  =  W,„  -  U,V,,  (29) 

développée  et  ordonnée  suivant  les  indices  de  la  lettre  u^  a 
pour  expression 

0  =u^  (t;„  +  ^  +  ...  +  v^„)       4-  M„+^  (uo  4-  ...  +  w„_,) 
+  ^1  (^«  +  1  +  •••  +  V-m-K)  +  M„  +  a  (uq  -f  ...  -|-  i;„_2) 

+   M/t-2   (^/i  +  l    -f-«'«  +  2)  +''2«-1    ("O   +^4) 

Nous  avons  placé  les  divers  termes  sur  deux  colonnes 
dont  l'une  contient  les  termes  en  Wq,  zq,  ...,  ^^j_i  et  l'autre 
les  termes  en  ?^,  +  i,  ...,  ?^„  ;  le  terme  en  ?«;j  a  disparu. 

On  a,  d'après  cela,  en  considérant  les  modules 

lô|<i'uj.iu„+,  +  ...4-U2J   +h'«+J-h'o  + ••• +  "«-il   j 

+  |w,  l.|y„-H"+---  +  ^2/<-tl  +  lW''+2l  ho  +  ---H-^"«-2l    (    (30) 
+  |m,,-,  l.Iy„+,|  +l"2"l-l"ol 
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Mais,  puisque  la  série  (25)  est  absolument  convergente  et 
que  la  série  (26)  est  convergente,  on  peut  assigner  deux 
nombres  fixes  positifs  A  et  B,  tels  que  l'on  ait 

I  ^0  I  +  I  ^1  I  +  •••  +  h<«  I   <  A,  (31) 

1^0  +  ^1  +  •••  +     ^'«  I  <  B,  (32) 

D'ailleurs,  en  vertu  du  principe  général  de  convergence 
(n°  120),  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  qu'on  ait, 
quel  que  soit  ^j»,  les  inégalités 

I   W„+^    I  +  1  W„  +  2   !   +   •••   +   [  ^^/.  !/«  I    <   £,  (33) 

I  'o,,  +  ^  +  V,,  ^2  -f  ...  4-      v„+p  I  <  e,        (34) 

£  étant  une  quantité  positive  aussi  petite  qu'on  voudra. 
On  aura  donc,  en  vertu  de  (34)  et  de  (32), 

|S    j    <    ^    1    I    ^0    I    -f-   ■••    +    I    ^«-1    M    +    B    I    I    ^«  +  1    I    +    •••    +    I    W2„| 

et  a  fortiori.,  à  cause  de  (31)  et  de  (33), 

I  5  I  <  At  +  Be         ou         (A  -f  B)  s; 

d'oii  l'on  voit,  puisque  AH-  B  est  fixe,  que  |  o  |  peut  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée.  En  d'autres  termes, 
l'expression 

tend  vers  zéro,  quand  n  croît  indéfiniment,  et  l'on  verrait, 
par  un  raisonnement  analogue,  qu'il  en  est  de  même  de 
l'expression 

V\'  2„  -f  ^  U  „  +  1   V  „  -;    ,  . 

Donc  enfin,  puisque  U„  et  U„  +  j  ont  pour  limite  u  et  que 
V„  et  V„  +  i  ont  pour  limite  v,  W.^  et  Wa,^^!  tendent  l'un  et 
l'autre  vers  ^/y,  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

Ce  théorème  est  dû  à  Gauchy  ;  mais  cet  illustre  géomètre 
supposait  que  les  deux  séries  (25}  et  (26)  étaient  absolument 
convergentes  ;  c'est  M.  Mertens  qui  a  montré  qu'il  suffisait 
que  l'une  de  ces  deux  séries  fût  absolument  convergente, 
l'autre  pouvant  être  simplement  convergente. 
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Remarque 


146.  La  théorie  de  la  convergence  des  séries  fournit  un 
moyen  souvent  commode  pour  démontrer  qu'une  expression 
9  (n)  a  pour  limite  zéro,  lorsque  le  nombre  entier  et  positif 
n  croit  indéfiniment. 

Il  suffit,  en  effet,  d'après  le  n°  119,  de  prouver  par  un 
moyen  quelconque  la  convergence  de  la  série  dont  le  terme 
général  est  a  {n). 

Voici  deux  exemples  utiles  : 

1°  L'expression 


1.2  ...  n 


(33) 


où.  X  a.  une  valeur  déterminée  et  où  ii  désigne  un  entier 
positif,  a  pour  limite  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  En 
effet,  la  série  dont  l'expression  (35)  est  le  terme  général  est 

X 

convergente,  vu  que  le  rapport  -  d'un   terme    quelconque 

au  précédent  tend,  pour  n  =c»,  vers  zéro,  c'est-à-dire  vers 
une  quantité  moindre  que  1  en  valeur  absolue . 
2°  Considérons  l'expression 


y-iV'-^)-il^--n)^,.  (36) 

1.2  ...  n  ^     ^ 


dans  laquelle  p.  désigne  un  nombre  fixe  quelconque,  n  un 
entier  positif,  et  x  une  quantité  donnée  moindre  en  valeur 
absolue  que  l'unité.  Cette  expression  a  pour  limite  zéro, 
quand  /i  croît  indéfiniment.  En  effet,  la  série  dont  l'expres- 
sion (36)  est  le  terme  général   est  convergente,  vu  que  le 

rapport x  d'un  terme  au  précédent  tend,  pour  n  =  oo, 

vers  —  X,  c'est-à-dire  a  une  limite  moindre  en  valeur 
absolue  que  l'unité. 
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FORMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIN 


Formule  de  Taylor 


147.  C'est  en  1717,  dans  l'ouvrage  intitulé  Methodus 
incrément  or  um^  que  Taylor  a  fait  connaître  la  formule 
célèbre 

r[x)  =  r[a) j^^-^fi^a)  +  ^^^r («) 4- •..,  (i) 

sans  se  préoccuper  d'ailleurs  des  conditions  propres  à  rendre 
son  emploi  légitime. 

Un  siècle  devait  s'écouler  avant  qu'il  fût  question  d'éva- 
luer la  différence 

R  =  r[p)  -  f  (a)  --^r  {a)  ...  -îf;=(^^)/''"-'^(«)   (2) 

entre  f{x)  et  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 
de  Taylor,  c'est-à-dire  de  la  série  qui  constitue  le  second 
membre  de  la  relation  (1). 

Nous  allons  faire  connaître  les  principales  formes  que  ce 
reste  R  est  susceptible  de  recevoir. 

Soient  «  et  x  deux  nombres  donnés  quelconques  et  f[z) 
une  fonction  astreinte  à  rester  continue  ainsi  que  ses  n  —  1 
premières  dérivées  lorsque  la  variable  z  est  renfermée  dans 
l'intervalle  («,  x)  ;  la  dérivée  suivante  /"  (z)  peut  devenir  dis- 
continue dans  cet  intervalle  :  il  suffit  qu'elle  soit  déterminée. 
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Posons 

R  =  P  (^  —  a)P.  (3) 

/>  étant  Fun  quelconque  des  nombres  1,  2,  ...,  ??.  La  recherche 
du  nombre  R  est  ainsi  ranienée  à  celle  du  nombre  P,  lequel, 
en  vertu  des  égalités  (2)  et  (3),  se  trouve  alors  défini  par  la 
relation 

A^)-/(«)-^n«)---^-^E^V^"-'H«)  =  V{x-  a)".  (4) 

Cela  posé,  considérons  la  fonction 

^  [z]  =  fix)  -  nz)  -  ^-^  r  [z]  -i^-i^f  (,;  _ ... . 

- \n-v)\    ^'"'' (^~)  -  P  (^ - ^)^     (S) 

dont  la  dérivée,  suppression  faite  des  termes  qui  se  détruisent 
deux  à  deux,  se  réduit  à  l'expression  très  simple 

cp'  {z)  =  -  ^-^^^=Eflyr  ^'"  (^)  +  ^^'  ^-'^  "~  '■    (^) 

La  fonction  9(^1?)  s'annule,  en  vertu  de  (4),  pour  z  =  a\ 
elle  s'annule  aussi  évidemment  pour  :;  =  x.  Donc,  d'après 
le  théorème  de  Rolle,  sa  dérivée  9' (g)  s'annule  pour  une 
valeur  de  z  comprise  entre  rtet.r  et  que  l'on  peut,  par  consé- 
quent, représenter  par  a  -\-  ^{x  ^  a),  0  désignant  un 
nombre  inconnu,  mais  convenablement  choisi  entre  0  et  1 . 
Cette  condition  s'exprime,  en  vertu  de   (6),  par  la  formule 

o  =  -[x-  ciY  -"  ^\~_^^'^y' n^''  +  0  {X  -  a)]  +  Pp, 

d'où  l'on  déduit  en  résolvant  par   rapport  à   P    et  portant 
dans  (3)  ■ 

R  =  ^- ""'     '^    ,,    ' /•«  [a+0(x  —  a)].  (7) 

p  .  {n  —  I  )  !  '     L      I       \  ;j  \  j 
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148.  Cette  expression,  du  reste,  qui  renferme  un  nombre  j) 
arbitrairement  choisi  dans  la  suite  1,  2,  ...,  n,  n'est  pas 
très  usuelle.  On  lui  préfère,  dans  la  pratique,  tantôt  l'une, 
tantôt  l'autre  des  deux  suivantes  : 

V.  =  ^^~^f'^'[a-\-%{x-a)],  (8)     ■ 

^  =  l^î^'  (*  -  ^)""'^''  [a+^{x-  a)l  (9) 

que  l'on  déduit  de  (7)  en  particularisant  le  nombre  /). 

La  première  (8)  est  due  à  Lagrange  ;  on  l'obtient  en  pre- 
nant 

tandis  que  la  seconde  (9),  due  à  Cauchy,  résulte  de  l'hypo- 
thèse 

p  =  1. 

11  est  presque  superflu  d'observer  que  la  quantité  incon- 
nue désignée  par  G  n'a  pas  la  même  valeur  dans  les  for- 
mules (7),  (8),  (9),  toutefois  elle  est  toujours  comprise 
entre  0  et  1  (i). 

.149.   En  résolvant  l'équation  (2)  par  rapport  hf{x),  on  a 

Cette  formule,  dans  laquelle  R  représente  l'une  des  expres- 
sions (8)  et  (9)  est  une  généralisation  du  théorème  des 
accroissements  finis. 

Il  résulte  de  la  formule  (10)  que  remploi  de  la  formule  (1) 

(1)  La  formule  (7)  est  la  plus  récente  ;  elle  a  été  trouvée  en  1858  par 
Edouard  Roche  à  l'aide  du  Calcul  intégral.  On  nous  permettra  de  rappeler  que 
nous  avons  donné  dès  la  même  époque  la  démonstration  simple  qui  précède 
et  qui  est  applicable  aux  diverses  formes  du  reste.  Voir  le  Cours  d'analyse  de 
M.  Hermite;  le  Ti^aité  de  calcul  différentiel  et  iiitégiTil  de  M.  Bertrand;  ie  Cours 
d'analyse  de  Sturm  revu  par  M.  de  Saint-Germain;  V Algèbre  de  Briot;  etc. 
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71  est  Jgùime  que  si  le  reste  R  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit 
indéfiniment. 

150.  Souvent  on  pose  x  =  a  -\-  h\  la  formule  (10)  prend 
alors  la  forme  fort  usitée 

fi^a  +  h)=na)  +  \  [fa)  +  ...  +  ^^^^/"-''{a)  +  R   (H), 

et  dans  laquelle  R  désigne  l'une  des  expressions 

R  =  --'  fW  [a  +  6/z),  1 

n\  I 

R=      (l_.^J!      /-^-U^  +  e/O,  (12) 

p.{n  —  1)  !  ^  / 


Formule  tle  Maclaviriii 

151.  Pour  «  =  0,  la  formule  (10)  devient 

/•(^)=/-(o)+fV'(o)  +  ...-h(;f^r'-"(o)  +  R,      (13) 
R  devant  y  être  remplacé  par  l'une  des  deux  expressions 

R=fl/"^"'(M  (Lagrange),    (14) 

^=      (»_!)!'     f'"^^'^    (Cauchy),        (15) 

Si  R  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment,  on  tombe 
sur  la  formule. 

r[œ)  =  no)^lr[o)  +  ~r{o)Jr-     (i") 
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qui  porte  le  nom  de  formule  de  Maclaurin  et  qui  donne  le 
développement  de  f  [x)  en  série  convergente  et  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  a:. 

Nous  allons  chercher,  par  cette  méthode,  les  développe- 
ments des  fonctions  élémentaires  e"",  sinj:,  cosjr,  log  (1  -\-  x). 


Développement   de  e"^ 

15-i.  Les  dérivées  successives  de  e^  sont  égales  à  e""  \  elles 
prennent  donc  toute  la  valeur  1  pour  a;  =  o,  €t  par  suite  la 
formule  de  Maclaurin,  complétée  par  le  reste  de  Lagrange  (15), 
devient  ici 


^      ^  1  ^  1.2^  ■■•  ^  1.2  ...  (n  — 1)^  1.2...W       '    ^     ' 

X  ayant  une  valeur  déterminée  quelconque.  Le  premier 
facteur 

1.2,...,w 

du  reste  tend  vers  zéro  (n"  146)  quand  n  croit  indéfiniment  ; 
le  second  facteur  e^""  est  fini,  puisqu'il  est  compris  entre 
1  et  e"".  Donc  le  reste  R  est  nul  pour  n  ^=  c/d  ,  et  l'on  a  pour 
le  développement  de  <?"'  en  série  convergente 

r/i  /yi  —  /y»  3  ^fl 

153.  a  étant  un  nombre  positif,  on  peut  écrire 


par  suite,  il  suffira  de  remplacer  dans  la  formule  (19)  x  par 
X  log«  pour  obtenir  le  développement  de  «^: 


X  loQ-a    ,    x~  (loo- 


a] 


a-  =  i-i-  —f~  +  -\f-^  +  ...  (20) 
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Développements  de  sinx  et  tle  cos-z- 

154.  Si  /  (x)  =  sin.i-,  et  9  [x]  =icos^,  on  a  (n"  80) 

/■(«)  {x)  =  sin  (œ  -j-  ~\  »'■"'  {x)  =  cos  (x  -\-  ^V 

et  par  suite 

/•('O  (0)  =  sin  —,  cpf'^'  (0)  =  cos  —■ 

La  formule  (14),   quand  on  adopte  pour  le  reste  la  forme 
due  à  Lagrange,  donne  donc 

X     x^  ,  x"'  ,  X"-  .  mz  ,      57"  +  '      .    /      ,  'i-f-l    \   A-,.x 

smx  =  j--,^^--...-\-^sm-^^j^:Çj^sm[f^x+-^.),{^\) 

.      x^  ,  x^  ,  .r"       n-K  ,     x"+^  ( ^     ,  «4-1   \      ,_^, 

cosa7=l—— 74-77— ...  +  —,cos--~-j-, — — r-,cos  ^x-\-——  7t.    (22 
2!  '  4!  n!        2    '  (n-)-l)!       V  2      ) 

Dans  chacune  de  ces  formules,  le  reste  est  moindre   en 
valeur  absolue  que 


(w-f.  1)!' 

il  tend  donc  vers  zéro  (n°  14(3),  quand  n  croit  indéfiniment, 
pour  toute  valeur  déterminée  de  x^  et  l'on  a,  par  suite,  pour 
les  développements  de  sin  x  et  de  cos  x,  les  séries  convergentes 

sm^= -_-  +  --  ...  (23) 

cos.2^=  1  —  fr  +1"!—  •••  (2^) 


Remai*c|ues 

155.    On   peut    affirmer  que   la  formule  de  Taylor  (1) 
est  applicable  toutes  les  fois  que  la  fonction  considérée/ (2) 

CALCUL    INFINITKSIMAL.  11 
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est  telle  que  toutes  ses  dérivées  successives  soient  continues 
dans  l'intervalle  («,  x)  et  restent,  dans  cet  intervalle, 
moindres  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  positif  donné 
quelconque  A.  En  effet,  le  reste  (8)  est  alors  moindre  que 


(x 


A 


et  par  suite  (n"  146)  tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfini- 
ment. La  même  observation  a  lieu  pour  la  formule  de 
Maclaurin  (17). 

Nous  aurions  pu,  en  profitant  de  cette  proposition,  qui  est 
évidemment  applicable  à  e%  sin  s,  cos2,  éviter  le  calcul  du 
reste  pour  établir  les  formules  (19),  (23)  et  (24).  Mais  il  ne 
faudrait  pas  se  faire  illusion  sur  la  portée  de  la  susdite  pro- 
position ;  elle  ne  trouve  guerre  d'application  en  dehors  des 
trois  fonctions  précédentes,  et  d'ailleurs,  môme  dans  ce  cas, 
la  connaissance  du  reste  est  utile  pour  un  grand  nombre  de 
recherches. 

156.  On  doit  bien  se  garder  de  croire  que  les  formules  (1) 
et  (17)  de  Taylor  et  de  Maclaurin  soient  applicables  dès  que 
les  seconds  membres  sont  des  séries  convergentes.  Ces 
séries  pourraient  avoir  une  somme  autre  que  f[x).  Si  Ton  se 
reporte,  en  effet,  aux  formules  (10)  et  (14),  on  voit  que  R 
dépend  à  la  fois  de  x  et  de  ?i,  et  il  peut  se  faire  que,  pour 
n  infini,  ce  reste  ait  une  limite  F  (.2),  différente  de  zéro; 
alors  les  séries  en  question  ont  évidemment  pour  somme 
non  plus  /  {x),  mais  la  différence  f  [x)  —  F  [x). 

Ainsi  l'exactitude  des  formules  (1)  et  (17)  ne  peut  être 
établie  que  par  la  considération  du  terme  complémentaire  R. 
Toutefois,  comme  ce  reste  R  ne  peut  être  nul  sans  que  les 
séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  soient  convergentes  (vu 
qu'une  série  divergente  ne  représente  aucune  fonction),  il 
y  a  tout  intérêt  à  chercher  d'abord  entre  quelles  limites  ces 
séries  sont  convergentes  afin  de  n'avoir  à  discuter  ce  reste 
que  pour  les  valeurs  de  x  comprise  entre  ces  limites.  C'est 
de  la  sorte  que  nous  procéderons  dans  les  exemples  suivants. 
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Développement  de  (1  +  a:)'" 

157.  Lorsque  Texposant  m  est  un  nombre  entier  et 
positif,  le  développement  de  (i  +  i")'"  se  compose  d'un 
nombre  de  termes  limité;  c'est  la  formule  du  bin/hne  que 
l'on  démontre  en  algèbre  élémentaire. 

Nous  laisserons  ici  m  quelconque,  et  nous  supposerons  en 
outre  .5:  >>  —  1  ;  la  fonction 

f  ix)  =  (1  +  x)'" 

aura  de  la  sorte  un  sens  bien  net,  vu  que  à  chaque  valeur 
de  X  répondra  alors  pour /(a:)  une  seule  valeur  réelle  et 
positive. 

En  prenant  les  dérivées  successives  de  (1  +./)'",  on  trouve 
sans  aucune  difficulté 

/-;")  ix)  =  m  (m  —  1)  ...  (?.u  —  n  -\-  i)  ii  ^  x)"'-'\ 

et  par  suite, 

/■(■'')  (o)  =  m  [m  —  1)  ...  [m  —  ?2  -f-  1). 

La  formule  (14)  devient  donc  ici 

(1 +  .•)'«  =  '  +  f-  + ^^^^^-•  +  .. . 

le  reste  R  ayant  pour  expression,  si  l'on  adopte  la  forme 
due  à  Cauchy, 

,,        fm  {>n  —  \)  ...{m  —  n -\-  \)      \  /  1  —  6  \  "  -  ' 

«  =( (,.-.):    ^    -")(r+^)     ('+»-)'"-'.  (-26) 

Or,  si  l'on  considère  la  série 

1     I    ^'^        I    '^^  '"^  —  ')     .)    ,    "^  ''>n  —  1,  ira  — ■  2)     .,    ,  .^_, 

1  +  7  -^^  H ^1 ■'-  H ^r ■'■  +  •••       (-^) 
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on  voit  que  le   rapport  d'un   terme  au  précédent  a   pour 
expression 

m  —  71  -\-  i 

■ —  X, 

.n 

et  par  suite  a  pour  limite  —  x  lorsque  n  croit  indéfiniment; 
la  série  (27)  est  donc  divergente  si  x  est,  en  valeur  absolue, 
supérieure  à  1,  et  il  suffit  d'étudier  le  reste  (26)  dans  l'inter- 
valle ( —  1,  -h  1)  ;  nous  exclurons  même  les  valeurs 
extrêmes  —  1  et  +  1,  nous  réservant  d'étudier  plus  tard 
le  cas  oii  2,'  =  =!=  1 . 

Le  reste  (26)  est  un  produit  de  trois  facteurs  :  Dans  notre 
hypothèse  \  x  \  <<  1,  le  premier  facteur  a  pour  limite  zéro 
(n"  146),  le  second  a  une  valeur  absolue  au  plus  égale  à  1, 
et  le  dernier  est  inférieur  au  nombre  fixe  (1  H- ^)'"~'-  Le 
reste  tend  donc  vers  zéro,  et  l'on  a  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  —  1  et  +  1 

(1+,)».=1+  !?? ,,+  -î^  ..•=+  '"'"'-','''"-''  „■»+.. .     (28) 

158.  Citons  en  particulier  les  formules  souvent  utiles: 

VI— a?—  1— 2^        2.4  3        2.4.6  5 
,     ,    1       ,1-3    ,,    1.3.5     3 


Développement  de  log  (1  +  ^) 

159.  Considérons  la  fonction 

/•(a;)=log(l-l-^), 
qui  (n°  21)  prend  une   valeur   réelle   unique   pour   chaque 


FORMULES    DE    TAYLOR    ET   DE    MACLAURIN  16o 

valeur  de  x  supérieure  à  —  i.  On  a 

f  [x)  =  [V  ^  x)-\ 

et  par  suite 

/•(o)  =  o,        r'[o)  =  i,         ...,         /■(")(o)  =  (-l)--'  (n-l)!. 
La  formule  (14)  devient  alors 


/yi^  yïO  /yi/î  —  1 


log  (1  +  «^)  =  j  -  2-  +  j  - ...  +  (- 1)"-^  -^^zn  +  R'  (^9) 

le  reste  R  ayant  pour  expression 

si  l'on  adopte  la  forme  due  à  Gauchy. 
La  série 

^  ^l-^  l(' \\n^     \ 

1         2^3         •••  ^  ^         >     n'^   '" 

est  divergente  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est 
supéi'ieur  à  i ,  car  le  rapport 

n 

d'un  terme  au  précédent  tend  vers  —  x  lorsque  n  croit  indé- 
finiment ;  elle  est  d'ailleurs  divergente  pour  x  = — 1,  puis- 
qu'elle se  réduit  alors  à  la  série  harmonique.  Il  suffit  donc 
d'étudier  le  reste  dans  l'intervalle 

—  1  <x  ^i.  (31) 

Or,    pour  X  =  1,  l'expression  (30)  est  indéterminée;  mais 
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le  reste  de  Lagrange 


[{ +  hr 


tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment,  parce  que  le 
second  facteur  reste  fini,  tandis  que  le  premier  tend  vers 
zéro. 

Pour  j;  compris  entre  —  1  et  1,  le  reste  (30)  est  le  pro- 
duit de  trois  facteurs  dont  les  deux  premiers  ne  peuvent,  en 
valeur  absolue,  surpasser  l'unité,  tandis  que  le  dernier  tend 
vers  zéro,  quand  n  croit  indéfiniment. 

Le  reste  R  tend  donc  vers  zéro  dans  l'hypothèse  (31),  et 
l'on  a  alors 

/y»  /-v*-  .y  à 

log(l  +  ^)=f-|-  +  |-...  (32) 

160.  Au  lieu  de  la  formule  unique  (32),  oii  ^  varie  entre 
—  1  et  1,  on  peut  ne  faire  varier  x  que  de  0  à  1  et  joindre 
à  la  formule  (32)  la  suivante  : 


ÛC 


.2  -,.3 


-\og{i-œ)  =^-^-:|--}-^+  ...  (33) 

Les  restes  peuvent  alors  recevoir  des  formules  plus  simples. 
En  effet,  on  peut,  dans  notre  hypothèse,  appliquer  à  la 
série  (32)  le  théorème  relatif  aux  séries  alternées.  Le  reste 
est  donc  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme 
négligé,  et  l'on  a,  6  étant  compris  entre  0  et  1, 

/y»  rr*'-^  /7"»  »  /Y^fl  — *  A  y»/i 

log(l+^)-j-|-h^+...-t-(-l)'-^^   .l  +  (-i)"-'f-      (34) 

En  second  lieu,  la  somme  des  termes  qui  dans  la  série  (33) 
suivent  le  [n  —  1)'^""®  est  moindre  que 

—  (1  +  a;  +  ^^  -{-  a;3  -[-  ...)  =  — — ^ -, 

n  '        n  [ï  —  X) 

et  l'on  a,  G'  étant  compris  entre  0  et  1, 


n'll—\ 


-log(l— 0-)=^ -1-^ +  —  +  ...+ :^ +  6'— f^ r       (3î 

°  ^  '       1    '    2    '    3    '         '  n— 1   '      nii  —  x)       ^ 
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161.  On  en  conclut  en  particulier  pour  n  =  2 

log(l  +  ^-)  =  x-^'^  (36) 


X 


-log(l-«;)  =a^  +  0'^^j— ^,  (37)      - 

formules  souvent  utiles,  où  x,  0,  6'  sont  compris  entre  0  et  1. 

Formules  pour  le  calcul  des  locjarithines 

162.  Soient  p  et  q  deux  nombres  positifs  quelconques  ; 
p  étant  le  plus  grand  des  deux,  si  l'on  pose 

x=P-^,  (38) 

X  sera  compris  entre  0  et  1,  et  l'on  aura 

p \.  -\-  X 

q        1  —  x 

On  en  déduit 

logp  —  log(/  =  log  (1  -f-  a?)  —  log(l  —  a?), 
ou,  en  vertu  de  (32)  et  (33), 

logp  -  logry  =  2  [^  4-  I  +  I  +  ...  +  ^^—-^  ^  ...J-     (39) 

Cette  formule,  très  convergente  dès  que  x  est  notablement 
inférieure  à  1,  permet  de  calculer  le  logarithme  de  p  con- 
naissant celui  de  q. 

L'erreur  commise,  lorsqu'on  se  borne  aux  K  premiers 
termes  de  la  série,  est  évidemment  inférieure  à 

"  [SK  +  1  +  2K  +  1  +  2K  +  1  "^  •■■  J' 
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OU  à 

%TpTt4  +  ^^  +  ^^' +  •..], 

et  enfin  à 

(2K+ 1)  (1  —  ^2)* 

On  peut  donc  écrire 

logp-logg..2[f  + 1  +  f  +-+iëzî  +  (2K|fxi-^^)]'  (^^^ 

6  étant  compris  entre  0  et  1  et  ^  ayant  la  signification  indi- 
quée par  la  formule  (38). 

Par  exemple,  pour  p  =  N  -}-  h,  q  =  N  et   K   =   1,  il 
vient 

log  IN  +  k)  -  logN  =  ^^  (l  +  ,,^  (f  ^  ,))■    (41) 

163.  Tout  ce  qui  précède  se  rapporte  aux  logarithmes 
népériens.  Pour  passer  aux  logarithmes  vulgaires,  il  suffit 
(n°  22)  de  multiplier  les  logarithmes  népériens  par  le  nombre 


M 


log  10 


dont  on  trouve  la  valeur  de  la  manière  suivante  : 
La  formule  (40)  où  l'on  fait  p  =  iO,  ^  =  8,  et  par  suite 

œ  =  ~^  donne 

y 

loglO=31og2  +  2(i  +  3i-3+jij+...)- 

La  même  formule  ori  l'on  fait  p  =  2,  q  =  1,  ei  par  suite 

X  =-  donne  j 
o 
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On  a  donc 


loglO  =  6  (1  +  3-15  +  ^+...) 

/l  1  1 


M 


En  calculant  chaque  terme  du  second  membre  avec 
28  décimales,  puis  divisant  1  par  la  somme  ainsi  obtenue, 
on  a,  avec  25  décimales  exactes. 


M  =  T-^rn  =  0,43429  44819  03251  82765  11289. 
log  10 


Remarque  sur  l'emploi  des  tables  de  logarithmes 


164.  Soit?^  +  h  un  nombre  positif  dont  la  partie  entière  n 
est  comprise  en  10000  et  100000;  on  trouve,  dans  la  table 
supposée  à  7  décimales,  le  logarithme  de  ?i  ainsi  que  la  dif- 
férence tabulaire 

A  =:  log  {n  -\-  i)  —  logn. 

Cela  étant,  quand  on  veut  calculer  log  [n  +  à)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  la  différence 

0  =:  log  {n  -\-  h)  —  logw, 

on  prend  pour  valeur  approchée  de  cette  différence  la  quan- 
tité O]  fournie  par  la  proportion 


\  =  V  (*^) 


Il  est  facile  de  voir  que  l'erreur  B  —  o,   ainsi  commise    est 
moindre  que  le  quart  d'une  unité  du  huitième  ordre  décimal. 
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En  effet,  l'expression 


8,  =  log.  (l  +  ^^)  -  Mog  (l  +  i) 


devient,  en  vertu  de  la  formule  (36)  traduite  en  logarithme 
vulgaire, 


oiî  6  et  9'  désignent  deux  nombres  compris   l'un   et   l'autre 
entre  0  et  1  ;  on  obtient,  en  réduisant, 

MA,,, 
^-^=  2n^  ^'  ~  ^^^)' 

1 

et  par  suite,  puisque  M  est  (n"  163)  moindre  que  -'  et  que  h 

est  inférieur  à  1, 


,  .        .    ,         1  1 

Nous  avons  supposé  que  les  logarithmes  fournis  par  la 
table  étaient  exacts;  en  réalité,  ils  sont  entachés  d'une 
erreur  en  plus  ou  en  moins  qui  peut  atteindre  une  demi- 
unité  du  septième  ordre  décimal,  et  de  ce  fait  seul  résulte 
sur  la  valeur  de  log  [n -{- h)  une  erreur  qui  peut  s'élever  à 
une  unité  de  cet  ordre  (voir  V Introduction  aux  Tables  de 
Schrôn,  n°  14).  Cette  erreur  étant  notablement  supérieure  à 
celle  que  nous  venons  de  calculer  et  qui  provient  de  la  pro- 
portion (42),  l'emploi  de  cette  proportion  se  trouve  pleine- 
ment justifié. 


Développement  de  arctg.r 

165.  Gomme    dernière    application    de    la   formule    de 
Maclaurin,  cherchons  le  développement  de 

y  =  arc  tgx. 
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Nous  entendons  par  là  l'arc  compris  entre  —  ^  et  ,^'  dont 

la  tangente  est  égale  à  x. 
Si  l'on  pose 

Zy  —  y  =  w, 

on  a  (n"  80) 

fW  [x]  =  ( —  !)"-■'  [n  —  1)  !  sin"«  sin  nu. 

Mais,  par  hypothèse,  quand  x  est  nul,  y  l'est  aussi  et,  par 
suite,  u  est  égal  à  ^  ;  on  a  donc 


fW  (o)  =  (—  1)"-^  (n  —  1)  !  sinw  -» 

A 

c'est-à-dire 

/■"  (o)  =  o 
si  n  est  pair,  et 

3(h-1) 
/■"  (0j  =  (-l)'"^        (?2—   1)! 

si  71  est  impair. 

La  formule  (13)  devient  donc  ici 


arctg..--=a.---f---+...  + -_^  +  R. 
Le  terme  complémentaire  a  d'ailleurs  pour  expression 


R  =  ( —  IV'  -'  —  sin'* M,  s'mnu,. 


où  îi^  est  l'arc  compris  entre  —  ^  ^^  ^'  satisfaisant  à  la  rela- 

tion 

cotgw^  =  Oa;, 

dans  laquelle  0. est  compris  entre  0  et  1. 

Il  suit  de  là  que,  si  x  est,  en  valeur  absolue,  inférieur  ou 
égal  à  1,  R  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfmiment. 
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Par  suite  on  a  pour  le  développement  de  arclg.z'  en  série 
convergente 

5   ~~   7     ■ 


arctga;  :=^-t  —  -^  +  ""i'  —  -rr-l-  ...  (44) 


Cette  série  est  d'ailleurs  divergente  pour  |  ^  |  >  1  ;  car 
le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  limite  j:~,  qui, 
dans  ce  cas,  est  supérieur  à  1. 


Calcul  de  tc 


166.  En  partant  du  développement  de  arctgj",  on  par- 
vient à  une  formule  qui  permet  de  calculer  rapidement  le 
rapport  ::  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Désignons  par  ;j  l'arc  dont  la  tangente  est  égale  à  ->  on 

aura  successivement 

5  5 


tg2p 


tg4p  = 


_^~  12 
"  25 

10 

12  120 


Jo     " 119 
144 


L'arc  htp  est  donc  un  peu  plus  grand  que  ';-  et,  si  l'on  appelle 

4 

q  la  différence  de  ces  deux  nombres,  on  a 

120 


tg(7  —  ig(^4j3  —  ^j 
De  là  résulte  la  relation 


119       ^         1 


120  239 

119  "^ 


71 


1  1 


4  -  ^  ^^^^^^^  5  ~  ''''^^  2'39' 
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c'est-à-dire,  en  appliquant  la  formule  (44), 

4  \5        à.o-^        0.0-'        /.o'  / 


1  1 


\TS9       3.239-^    '    5.239- 

c'est  la  relation  que  nous  avions  en  vue.  Il  suffit  par  exemple 
de  calculer  11  termes  de  la  première  série  et  3  termes  de  la 
seconde  pour  obtenir,  pour  le  nombre  t:,  la  valeur 

3,14159  26533  89793 

approchée  avec  quinze  décimales  exactes. 

Méthode  d'ajîproximatioii  de  IVewtoii 


1  67.  La  formule  de  Taylor  trouve  une  application  inté- 
ressante dans  la  méthode  indiquée  par  Newton,  puis  com- 
plétée par  Fourier,  pour  trouver  des  valeurs  de  plus  en  plus 
rapprochées  d'une  racine  d'une  équation  donnée  algébrique 
ou  transcendante. 

Supposons  que,  par  des  substitutions  convenablement 
dirigées,  on  soit  parvenu  à  séparer  une  racine  Xq  de  l'équa- 
tion f  (x)  =  o,  c'est-à-dire  à  trouver  deux  nombres  a  et  (5 
comprenant  cette  racine  inconnue  j?,,  et  n'en  comprenant 
aucune  autre. 

Nous  supposerons  en  outre  les  nombres  a  et  3  assez  rap- 
prochés pour  que  la  dérivée  seconde  /'"  (x)  conserve  un 
signe  constant  dans  l'intervalle  (a,  i3);  alors,  comme  /\a)  et 
/' (i6)  sont  de  signes  contraires,  l'un  des  nombres  (x,  3)  ren- 
dra le  produit /(.x) /"'(a:)  positif,  tandis  que  l'autre  rendra 
ce  produit  négatif. 

Cola  posé,  la  niéthode  d'approximation  dont  il  s'agit  con- 
siste dans  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  a  celui  des   deux  nombres  y.  et  3  qui 
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rend  f  [x]  et  f"  [x]  de  même  signe  ^  la  quantité 

sera  comjirise  entre  a  et  Xq. 
En  effet  on  a 

o=A^o)-A«+^-o-«)=A«)+^r(«)+^-^f^V"(^),    (47)  ■ 

À  étant  un  nombre  inconnu  compris  entre  a  et  x^^.  D'ailleurs 
f  [a)  est  différent  de  zéro,  sans  quoi  la  relation  précédente 
deviendrait 

o^-na)  +  ^•'"  ~  ^^'  r"[i). 

ce  qui  ne  peut  être,  puisque,  d'après  nos  hypothèses,  les  deux 
termes  du  second  membre  ont  le  même  signe.  On  peut  donc 
diviser  par/''(«)  l'équation  (47)  et  la  mettre  sous  la  forme 


'1         r  {a) 


;48) 


On  déduit  de  (46)  et  de  (48) 

{.V,  -  a,)  {a,  -a)  =  ^-ff=^  f"  Q^)  M  ; 

le  produit 

(^0  —  «i)  («(  —  a) 

est  donc  positif,  et  par  suite  les  quantités 

sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  (croissante  ou  décrois- 
sante), ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

iG8.  Ce  théorème  permet  de  passer  d'une  valeur  appro- 
chée a  à  une  autre  a.^  plus  approchée  que  la  première  et  dans 
le  même  sens  qu'elle. 
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Pour  l'appliquer,  on  commencera  par  chercher  une  limite 
supérieure  de  la  valeur  absolue  |  x^  —  «j  |  de  l'erreur  que 
l'on  commet  en  prenant  «^  pour  nouvelle  valeur  approchée. 

A  cet  effet,  désignons  par  M  la  plus  grande  valeur  absolue 
de  f" {j')  dans  l'intervalle  (a,  (5),  et  posons 

1        M 


2    \r'[a) 
on  aura  d'abord  évidemment  par  la  formule  (48) 

1  ^0  -  «i  I  <  '1  (.s  -  ^)^-  (^9^ 

Mais  la  même  formule  (48)  donne  aussi 

U'o  —  «(   I  <  ^/  [  i  ^0  —  «I   I  +  I  «1  —  ^-  I  jS 

et  par  suite,  eu  égard  à  (49), 

!  -^o  —  «J  <  5'  [^  ^[i  —  =')'  +  I  «)  —  «  I  ]'•      (30) 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  paraît  compliqué  ; 
mais  il  n'est  pas  nécessaire   de  le  calculer   exactement,  il 

1        .       .  . 

suffit  de  déterminer  la  puissance  de  —  qui  lui  est  immédia- 
tement supérieure. 

1 
Soit  -—  cette  puissance  et  k  la  valeur  par  défaut  à  moins 

de  -r-r  du  quotient 

10 

f[a) 

Si  a  est  par  défaut,  la  quantité  —  ttî—:  sera  positive,  et 
l'on  aura  «,  =  «  -}-  A'  -f-  s  ;  si  a  est  par  excès,  la  quan- 
tité —  ',.,  -   ;  sera  négative,  et  l'on  aura  «,  =  a  —  /»•  —  s.  On 

/  W 
prendra  donc  pour  nouvelle   valeur  approchée  a  ±  /,-,  en 

adoptant  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  que  a  est  par 
défaut  ou  par  excès. 
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Prenons  l'exemple  choisi  par  Newton  lui-même  ;  il  s'agit 

de  l'équation 

x^  —  2^1?  —  5  =  0, 

qui,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  ne  peut  avoir  qu'une 
racine  positive   et  qui  en   a  effectivement   une  puisque  le 
dernier  terme  est  négatif.  Proposons-nous  d'évaluer  cette 
racine. 
On  a 

/  [ce]  =:  x'^  —  2a;  —  o, 

f  [x)  =  3a7-  —  2, 

on  voit  immédiatement  que  /(2)  est  négative  et  /  (2,  1)  posi- 
tive :  d'ailleurs  f"  {x)  est  positive  pour  toute  valeur  positive 
de  X.  Nous  aurons  donc  ici,  d'après  les  notations  que  nous 
avons  adoptées, 

a  =  2,         {i  --  2,1,         a  =  2,1 

1  6  (2  l") 
a  —-      ^   '  '  <  0  6 
^  ~  2  11,23  ^     '   ' 


a     = 


r(2,i) 


15^3  <  0,006; 


et   par   suite   le  second  membre   de   l'inégalité    (50)    sera 
moindre  que 

0,6  [0,6  .  0,01  +  0,006]2  <  0,0001. 
Il  faut  donc  évaluer  le  quotient 

0,061 
11,23 

par  défaut  à  moins  d'un  dix  millième  et  retrancher  de  2,1 
le  nombre  0,0054  ainsi  obtenu  ;  cela  donne,  pour  la  racine 
cherchée,  la  valeur  2,0946  approchée  à  moins  d'un  dix 
millième  par  excès. 
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169.  Terminons  ce  sujet  par  une  remarque  importante. 

/(«i)  et  f{a)  ayant  le  môme  signe,  il  en  sera  de  même 
de /(«i)  et  de/"(ai);  on  peut  donc  appliquer  à  la  valeur 
approchée  a^  la  règle  de  Newlon-Fourrier,  ce  qui  donne  une 
nouvelle  valeur  approchée  «.,,  et  ainsi  de  suite. 

On  obtient  ainsi,  par  l'application  répétée  de  la  règle  en 
question,  une  suite  indéfinie  de  valeurs 

a^,         ti2,         a.^,  ...,         «„,  ...,  (51) 

de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  x^^  et  approchées 
toujours  dans  le  même  sens. 

Mais  pourra-t-oa  de  la  sorte  approcher  autant  qu'on 
voudra  de  la  racine  ^q?  En  d'autres  termes,  la  suite  (51) 
a-t-elle  pour  limite  x^  ?  La  réponse  est  affirmative. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit  par 
défaut;  les  nombres  (51)  vont  en  croissant  et  restent  infé- 
rieurs à  ^q-,  ils  ont  donc  une  limite  a.  D'ailleurs  on  a 


'«  4-  I 


66,,     


/"K) 


Or,  d'une  part,  le  premier  membre  tend  vers  À  —  À,  c'est- 
à-dire  vers  zéro,  quand  a  croit  indéfiniment.  D'autre  part, 
/'(«„)  ne  peut  être  infini,  puisque,  f"[x)  ne  changeant  pas  de 
signe  dans  l'intervalle  (a,  p),  f'{x)  varie  dans  le  même  sens 

entre/'(a)et/'(ii). 
On  a  donc 

c'est-à-dire 


lim  /  («„)  =  G, 
/"(X)  =  o, 


Le  nombre  \  est  donc  une  racine  de  l'équation  proposée, 
et,  comme  il  (^st  compris  entre  a  et  i3  et  que  l'équation  n'a 
qu'une  racine  jr^-dans  cet  intervalle,  on  doit  avoir 

CALCUL    INFINITÉSIMAL.  12 
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ConA^ergence  des  produits  d'une  infinité 
de  facteurs 


170.  La  formule 

iog(i  +  ^)-^— 2(r+^'  (S2) 

où  X  est  compris  entre  —  1  et  +  1,  trouve  une  application 
intéressante  dans  la   recherche  des   conditions  de  conver- 
gence des  produits  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 
On  dit  qu'un  tel  produit 

u^u^u^...u,l.■^  -  (53) 

est  convergent  si  le  produit 

tend    vers    une    limite    déterminée  P    différente    de    zéro, 
lorsque  7i  croît  indéfiniment. 

Pour  que  le  produit  (53)  soit  convergent,  il  faut  que  ses 
facteurs  tendent  vers  l'îinité  quand  leur  rang  auginente  indé- 
finiment. On  a  on  effet  : 


P«-. 


et,  par  suite,  lim  u,^  =  1,  puisque  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion précédente  ont  l'un  et  l'autre  P  pour  limite. 
On  est  ainsi  conduit  à  poser 

U„  =  i  -\-  cx„, 

c'est-à-dire  à  considérer  seulement  les  produits  de  la  forme 

(1 +  «,)  (1  +  «2)  -  (!  +  ««)••:  (54) 
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Ceci  posé,  voici  un  théorème  fondamental  : 
Le  produit  (54)   converge,  vers   une   limite    différente   de 
zéro^  si  les  deux  séries 

«I    -f-  »2   +  •••    +   «'i  +    --M  (3o) 

«/■^  +  «2^  +  •••  +  a»^  +  •■•:  (36) 

5  ont  Fune  et  F  autre  convergentes  ;  il  a  au  contraire  zéro 
p  our  limite  si  la  série  (55)  est  convergente  et  la  série  (56) 
divergente. 

En  effet,  si  l'on  pose 

P„  =  (i  +  a,)   (l+a,)...(;l  +  a„), 

on  a  : 

logP,  =  l0g(l  +  aO  +  log  (d  4-  a,)  -f  ...  +  log  (1  +  «„), 

OU,  en  vertu  de  la  formule  (52), 

log  P„  =  (a,  +«,  +  ...  +  «„)  (57) 


^  1(1  +  O^a,)-^  ^  (1  +  ^,.^f  ^  -  "^  (1  +  Ô,.„)-^J' 


Or,  les  quantités  1  +  9,aj,  1  -t-  69X2,  ...,  1  +  0,ja„,  étant 
positives  et  ayant  l'unité  pour  limite,  la  série  dont  les  /i  pre- 
miers termes  forment  le  crochet  qui  figure  au  second  membre 
de  (57)  est  (n"  123)  convergente  ou  divergente  en  même 
temps  que  la  série  (56). 

Donc,  en  premier  lieu,  si,  la  série  (55)  étant  convergente, 
la  série  (56)  l'est  aussi,  les  deux  parties  dont  se  compose 
log  P„  auront  l'une  et  l'autre  une  limite  finie,  et  par  suite 
P„  aura  une  limite  finie  et  différente  de  zéro. 

En  second  lieu,  si  la  série  (55)  étant  convergente,  la  série 
(56)  est  divergente  des  deux  parties  dont  se  compose  logP,,, 
la  première  aura  une  limite  finie  et  la  seconde  tendra  vers 
—  GO  .  Log  P„  aura  donc  —  co  pour  limite,  et  par  suite  P„  aura 
pour  limite  zéro. 
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171.  Le  second  cas  de  l'énoncé  précédent  ne  peut  pas  se 
présenter  lorsque  a^,  a.,'  •••?  "^.n  ■•-,  sont  tous  de  même  signe. 
En  d'autres  termes,  dans  cette  hypothèse,  si  la  série  (55) 
est  convergente,  la  série  (56)  l'est  aussi,  puisque,  dès  que 
les  quantités  a  deviennent  moindres  que  1  en  valeur  absolue, 
la  seconde  série  a  ses  termes  respectivement  inférieurs  aux 
termes  correspondants  de  la  première. 

De  là  ce  théorème  :  Les  produits 

('i:+«,)(i  +  «2)-"(i+«.)  --M 
(1 -«,)  (1  -  «.,)..  (i -«„)...', 

ailles  quantités  aja.,,  ... ,  a„  ...,  sont  toutes  positives,  conver- 
gent vers  une  limite  différente  de  zéro,  si  la  série 

«n  «2'  •••:  ^ni 

est  convergente. 

17:2.  Exemples  : 
1°  Le  produit 

(l+«)(l+a^)(l+a3)..., 

oij  a  est  compris  entre  —  1  et  +  1,  converge  vers  une  limite 
difîérente  de  zéro,  car  les  deux  séries 

sont  convergentes. 
2°  Le  produit 

a  pour  limite  zéro,    car  les  seconds  membres  des  binômes 
forment  une  série  convergente 

±       J_       A       J-   1 
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mais  leurs  carrés  forment  la  série  harmonique,  qui  est  diver- 
gente. 

173.  Les  propositions  précédentes  servent  le  plus  sou- 
vent à  ramener  la  recherche  de  la  convergence  d'un  pro- 
duit à  la  recherche  de  la  convergence  d'une  série.  Mais, 
parfois,  on  peut  au  contraire  rattacher  la  recherche  de  la 
convergence  d'une  série  à  celle  d'un  produit.  Par  exemple, 
soit  le  produit  : 

on  a 

_  1     2    3       n  —  1  _  1 

"  ~  -2  '  3  '  4  '"       n       ~  n 

Le  produit  considéré  a  donc  zéro  pour  limite  ;  par  suite,  la 
série  formée  par  les  seconds  termes  des  facteurs  binômes  ne 
saurait  (n°  171)  être  convergente.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet, 
puisque  cette  série  est  la  série  harmonique. 


Dei'iiières  remarques  sur  la  formule  de  Taylor 

174.  Lorsque  f"~^[œ)  n'est  pas  nul,  on  peut  prendre  h 
assez  petit  pour  que  le  terme 

/«-'  [x) 


in  —  i)\ 


de  la  formule  de  Taylor  l' emporte  en  valeur  absolue  sur  le 
reste  correspondant 


^  r  (^  +  oA). 


En  effet,  puisque  (n°  147)  /"  (x  +  OA)    est  finie,  il  suffit, 
pour  satisfaire  à  l'inégalité 

(£rïûr-M».)<f/-"(^ +  «'>), 
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de  prendre  h  inférieur  à  la  valeur  absolue  de  la  quantité 

qui,  dans  notre  hypothèse,  est  finie  et  différente  de  zéro. 

175.  Posons 

f  G^)  =  y 
et 

f{oc-{-h)-r{x)  =  Ay; 
les  quantités 

hf'  [x] ,         A  Y"  (a?) ,         . . . ,         h"  -  '  r'"  -*'  {^) 

seront  les  différentielles  successives 

dij,         dHj,         ...,         d"'^y 

de  y.  Si,  de  plus,  on  représente  par  rZ'"?/  l'expression 
A"/"  (n  H-  ôA),  qui  est  la  valeur  de  la  différentielle  ?i'^'"*  de  y 
correspondant  à  la  valeur  x  +  6/z  de  la  variable,  la  formule 
de  Taylor  devient 

7      ^    d-ij    .  ,       d"-^ii      .    d'''y  ,„, 

•^          "^    '    1.2    '  '    (n  —  1)  !    '     w!      ^     ^     ^ 

Si  l'on  suppose  h  =  dx  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
dy,  d~y^  ...,  d'^~hj^  d'^y  seront  en  général  des  infiniment 
petits  ayant  pour  ordres  respectifs  1,  2,  ...,  n —  1,  n.  Quand 
on  s'arrête  dans  le  développement  de  Ay  à  un  certain  terme, 
on  a  une  valeur  approchée  de  l'accroissement  infiniment 
petit  de  Ja  fonction,  et  l'erreur  commise  correspondante  est 
un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  à  celui  du  dernier 
•  terme  conservé. 


CHAPITRE  XI 

FORMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLAURIN 
POUR  LES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 


Formule  de    Taylor   pour    les    fonctions 
de    plusieurs    variables 


176.  Soit/  (X,  Y)  une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes dont  les  dérivées  partielles,  jusqu'à  l'ordre  n  in- 
clusivement, sont  continues  tant  que  X  reste  compris  dans 
un  certain  intervalle  (A,  A')  et  que  Y  reste  compris  dans  un 
intervalle  (B,  B). 

X  QÏ  X  -\-  h  étant  deux  nombres  pris  à  volonté  entre  A  et  A', 
et  y  et  y  -\-  k  deux  nombres  choisis  arbitrairement  entre 
B  et  B',  on  se  propose  de  développer 

f[x^h,y-^k)  (1) 

suivant    les    puissances    entières    positives    et    croissantes 
de  A  et  de  k. 

L'expression  précédente  est  la  valeur  que  prend,  pour 
^  =  1,  la  fonction  de  t  définie  par  les  relations 

cp(0  =/■(«,  p),  o:  =  x^ht,  ^.=y^kt.       (2) 

On  obtiendra  donc  le   développement  cherché  en  appli- 
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quant  à  ç  [t)  la  formule  de  Maclaurin 


n-i 


o{t)  =  o  (o)  4-  -  ^'  (o)  +  ...  4-  ^.2...  [n- 


;&(«-')  io] 


+ 


1.2  ...  n 


(p(")  (8^), 


puis,  faisant  /=  1,  ce  qui  donne 


<ù     (o 


ç(l)r=cp(0)+--^^+    ...    + 


.r/"-^; 


;  + 


ctf")  foi 


1.2  ...  (n  —  1)        1.2  ...  w 


(3) 


6  étant  compris  entre  0  et  1. 

Il  reste  à  calculer  ©''"'(z). 

On  y  parvient  en  appliquant  la  règle  de  différentiation  de 
la  fonction  composée  ç  (a,  3)i  lorsque  les  fonctions  compo- 
santes a  et  3  sont,  comme  ici,  des  fonctions  linéaires  de  t. 
On  sait  que  cette  règle  se  traduit  (n°  87)  par  la  formule  sym- 
bolique 

qui,  en  vertu  des  relations 


(m) 


devient 

On  en  déduit 


["^'+*^r-   '^) 


c&t'"^     0 


et 


L.       ^00     ~^        ^y    J 

'        ^  '  |_  c*M  '  c'y       J 


où  ?/  et  V  désignent  respectivement  x  -\-  Oh  ei  //  -\-  Ok. 
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Il  suffit  alors  de  porter  ces  valeurs  dans  (3)  pour  obtenir 
la  formule 


d- 

'  1.2...(h— t)L       ^x     "^        ^y 

qui  est  celle  de  Taylor  étendue  au  cas  de  deux  variables. 

177.  L'extension  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  va- 
riables n'offre  aucune  difficulté  ni  pour  le  raisonnement,  ni 
pour  la  composition  de  la  formule. 

On  donne  le  nom  de  reste  au  dernier  terme  du  second 
membre  ;  si  ce  reste  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment, le  second  membre  de  la  formule  (5)  devient  une  série 
indéfinie  qui  est  convergente  et  qui  a  pour  somme 

r[^  +  h.  y  +  k). 

11  importe  d'observer  que  cela  a  toujours  lieu  lorsque  aucune 
des  dérivées  de  la  fonction  f  [x^  y)  ne  devient  infinie  quand 
on  y  remplace  x  par  x  -\-  d/i  et  y  par  y  H-  f)k.  Alors,  en  effet, 
on  peut  assigner  un  nombre  'k  qui  l'emporte  en  valeur 
absolue  sur  la  valeur  de  toutes  les  dérivées  qui  figurent  dans 
l'expression  du  reste;  par  suite,  ce  reste  était   moindre  en 

valeur    absolue   que   -, — r;^ \'U/i -\-  k)",    tend   vers  zéro 

^       1  .2 ...  n      ^  ' 

lorsque  n  croît  indéfiniment. 
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Autre  ïorme  de  la  formule  de  Taylor 

178.  X  ti  y  étant  des  variables  indépendantes,  on  a 

ox  ôy 

et  symboliquement 

si  donc  on  pose 

et  si  l'on  désigne  par  cl'^f  ce  qui  devient  la  différentielle  d"f 
quand  on  y  remplace  x  par  x  -\-  gA  et  y  par  y  +  ô^,  la  for- 
mule (5)  devient 

A/=  .y  +  _  .y  +  ^-^^*v+  ...  +  ^-^  +_/(6) 

Elle  a  la  même  forme  que  dans  le  sens  d'une  seule  variable 
(n°  175). 

Si  h  =  dx,  k  =  dy  sont  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  chaque  terme  du  second  membre  est  en  général  infi- 
niment petit  par  rapport  à  celui  qui  le  précède,  et  si  Ton 
s'arrête  au  [n —  1)™"  terme,  le  reste,  c'est-à-dire  l'erreur 
commise,  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n. 

179.  Dans  le  cas  d'une  seule  variable,  la  formule  de 
Taylor  (n°  147)  n'exige  la  continuité  que  des  n  —  1  pre- 
mières dérivées  et  n'impose  à  la  dérivée  n^"  (celle  qui  figure 
dans  le  reste)  que  la  condition  d'être  déterminée.  Mais,  dans 
le  cas  de  plusieurs  variables,  c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la 
formule  (5),  la  continuité  des  dérivées  de  l'ordre  n  est  néces- 
saire, puisque  cette  formule  est  fondée  sur  la  différentiation 
des  fonctions  composées. 
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Extension  de  la  formule  cle  Maelaurîn 
au  cas  de  plusieurs  variables 

180.  Pour  étendre  la  formule  de  Maclaiirin  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables,  il  suffit  de  faire  j:  =  o  et  ?/  =  o 
dans  la  formule  (5),  puis  d'y  remplacer  respectivement  les 
lettres  h  et  k  par  x  et  y. 

On  obtient  de  la  sorte 

+ 

Le  reste,  lorsqu'on  s'arrête  au  n^""  terme  inclusivement,  est 
ce  qui  devient  l'expression 


1  r     ^Y 

n  !  |_      ôx'^ 


^  -^     (8) 


+  -+y 


lorsqu'on  rermplace,  dans  les  dérivées  qui  y  figurent^  x  ei  y 
respectivement  par  Ox  et  6y,  0  désignant  un  nombre  conve- 
nablement choisi  entre  0  et  1. 


Fondions  hoinoyènes 

181.  On  dit  qu'une  fonction  f[x,  y,  z)  de  plusieurs 
variables  est  homogène  et  du  degré  m,  lorsque,  chaque 
variable  étant  multipliée  par  une  indéterminée  /,  la  fonction 
se  trouve  multipliée  par  /'";  en  d'autres  termes,  lorsqu'on 
a,  quel  que  soit  /, 

f{tx,  ly,  tz)  =  t"r[x,y,  z).  (9) 
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Par  exemple  : 

A^2    I    2Ba^2/  +  C2/2,  "!  ~  •^,,         -^f^  sin  ^ 

'  '^'       "^  x"^  —  2/"*  a;-f-2/        '^ 

sont  des  fonctions  homogènes,  dont  les  degrés  sont  respec- 

1 
tivement  égaux  à  2,  —  2,  y 

On  voit  immédiatement  que  : 

1°  La  somme  algébrique  de  plusieurs  fonctions  homogènes, 
de  degré  yn,  est  une  fonction  homogène  du  même  degré; 

2°  Le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  est  une 
fo  nction  homogène  dont  le  degré  est  égal  à  la  somme  des 
degrés  des  fonctions  proposées; 

3"  La  puissance  d'indice  quelconque  [j,  d'une  fonction 
homogène  de  degré  ?u  est  une  fonction  homogène  dont  le 
degré  est  ?n\j.. 

1 
1  8ii.  Si,  dans  l'identité  (9\  on  fait  t  =-■>  on  obtient 

■    '  X 

rSE,JL£)  =  f^(^j,^=Jy^î\.       (10) 

X'"  '  \      X   œj         '  \x   x)  ^  ^     ' 

donc  une  fonction  homogène  de  degré  m^  divisée  par  la 
puissance  m  de  l'une  des  variables,  ne  dépend  plus  que  des 
rapports  des  autres  variables  à  la  première. 

La  réciproque  est  vraie  ;  si  l'on  multiplie  par  a:'"  une  fonc- 

tion  quelconque  du  rapport  -^  '^  le  produit 


X'"  .  (ù 

,X     X 


est  une  fonction  homogène  du  degré  m  des  variables  x,  y,  z. 
Car,  si  l'on  change,  dans  l'expression  précédente,  x  en  te, 
y  en  ti/^  on  obtient 


/'"  .  X"'(i,  (  -,  - 
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On  peut  donc  prendre  la  relation  (10),  au  lieu  de  (9) ,  pour 
définir  les  fonctions  homogènes. 

Gela  posé,  voici  deux  propriétés  très  importantes  de  ces 
fonctions. 

183.  Les  dérivées  jjartielles  du  premier  ordre  d'une  fonc- 
tion homogène  de  degré  m  sont  des  fonctions  homogènes  de 
degré  m  —  1. 

En  effet,  si  l'on  différentie  par  rapport  à  x  les  deux 
membres  de  l'identité  (9),  et  si,  d'après  une  notation  déjà 
employée  plusieurs  fois,  on  désigne  par  /j,  (a,  ,3,  y)  les 
valeurs  que  prend  pour,  ^=:  a,  y  =  [3,  -  =  7^  1<^  dernière  par- 
tielle /;.  (.r,  y,  s),  on  a 


d  (tx)  „,  . 

n  [tJO.  ty,  iz)  -^  =  l'-n  ',^,  y,  -, 


d[tx) 


mais     ^      =  t  ;  donc 

ni^tX,   UJ,   iz)  =  t"'~YJ,{x,2J,z). 

C'est  la  traduction  algébrique  de  l'énoncé. 

On  déduit  de  là,  immédiatement,  que  les  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  sont  des  fonctions  homogènes  de 
degré  m  —  2,  ...  et,  en  général,  que  les  dérivées  partielles 
d'ordre  k  sont  des  fonctions  homogènes  du  degré  )n  —  k. 

184.  Le  produit  d'une  fonction  homogène  par  son  degré 
est  égal  à  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant chaque  dérivée  partielle  du  premier  ordre  par  la 
variable  correspondante  ;  en  d'autres  termes,  on  a 

(«t!c{oo,  y,  z)  +  ///;;  (a?,  y,  z)  +  zfl  [x,  v,  .")  =mf[x,  y,  z).  (U) 

On  obtient  cette  relation,  en  faisant  ^  =  1,  dans  l'égalité 

xn[tx,ty,tz)  +  yr-;j{txMj.tz)  +  zfl{tx,ty,lz)=ml"'-'f{x,y,z),  (12) 

qu'on  obtient  en  différenciant  l'identité  (57)  par  rapport  à  /. 
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Cette  proposition,  due  à  Euler,  est  d'un  emploi  très  fré- 
quent; on  lui  donne  le  nom  de  théorème  des  fonctions 
homogènes. 

La  réciproque  est  vraie  :  toute  fonction  qui  satisfait  à 
l'équation  (11)  est  une  fonction  homogène  d'ordre  m. 

En  effet,  en  remplaçant  dans  l'identité  (11),  ^,  y,  z  par 
te,  /y,  /s,  on  a 

ocfljc  [toc,  ty,  tz)  -}-  ijfly  [tx,  ty,  tz)  -f  zfl-  [tx,  ty,  tz)  =  jf{tx,  iy,  tz), 

qui,  si  l'on  pose 

f{lx,ty,tz)  =  <s^[;t),  (13) 


devient 


(1)'  (t)       m  d  ,         ,  ,        d  ^ 


et  par  suite 

logœ  (^)  =  logi"'  -t-  logC, 

ou 

<:j[t)  =  Ct"\ 

G  étant  une  constante. 

On  déduit  de  là,  en  faisant  ^=1, 

?  (1)  =  C, 
et  par  suite 

tp    [t]   =:'^'«cp(l), 

c'est-à-dire,  d'après  (13), 

f{tx,  ty,  tz)  =  t'-ri^^y,^)- 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

185.  Appliquons  le  théorème  précédent  successivement 
à  chacune  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre /|^, /y,  /i, 


EXTENSION    DE    LA    FORMULE    DE    TAYLOR  191 

qui  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  m  —  1  ;  on  aura 

<x2  +  yny  4-  ^fxz  =  [m  -i)n, 

~  oof'Lj  -v  yn-2  +  ^r;,  =  {m-i)ri,, 

oon'^  +  yn.  +  ^r^  =  (m  - 1)  /^  ; 

d'où,  en  ajoutant,  après  avoir  multiplié  respectivement  par 

X,  y,  z, 

=  [^n-\){œn-\-ya  +  zr!). 
Le  premier  membre  peut  s'écrire  symboliquement 

H:c  +  yn  +  ^nr''\ 

le  second  devient,  d'après  la  relation  d'Euler  (11), 

{m  —  1)  .mf{x,  y,  z); 
on  a  donc 

[ocf!,  +  yfy  +  ^fzY'  =  "^  i^n  -  1)  n 

et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  trouverait  de  proche  en 
proche 

ioon  +  yr;,  +  -nr^  =  ^n{m  - 1)  (^  -  2)/-, 
(14) 

{œf^  +  yr;  +  ^/"i)^''^)  =  m{m  —  1)  ...  {m  _  A  +  1)  /". 

On  peut  obtenir  toutes  ces  identités  d'un  seul  coup  et 
presque  sans  calcul,  à  l'aide  de  la  formule  de  Taylor  rela- 
tive aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Que  l'on  pose,  en  elîet,  dans  l'identité  (9)  qui  sert  à  défi- 
nir la  fonction  homogène,  l'indéterminée  /  par  1  +  a,  a  étant 
un  nombre  arbitraire  compris  entre  0  et  1,  on  aura 

f{x  -{-'XX,  y  -{-  a.y,   z  +  as)  =  (1  +  cc)"'f{x,  y,  z). 

Puisque  y.  est  compris   entre  0  et   1,  le  second   membre 
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sera  (n"  157)  déveioppable  en  série  convergente  ordonnée, 
suivant  les  surfaces  entières  positives  et  croissantes  de  a  ; 
et  il  suffit  d'égaler  le  coefficient  de  a'' dans  ce  développement 

/  nF.     ,    '/^       1  ,    m(m — \)  ...  (771  —  /i -{- i)     .    ,        1 

r{x,  y,  z^  1  -f- -  a  -^  ...  -h  -^ iT^TT^ —       "■  +  •••  J 

au  coefficient  de  a''  dans  le  développement  du  premier  membre 
par  la  formule  de  Taylor 

pour  obtenir  l'identité  (14)  qui,  pour  /;=:1,  se  réduit  à 
l'identité  d'Euler  (11). 


Généralisation  de  la  formule  d'apjïroxîmation 
de  IVewton 


186.  La  formule  de  Taylor,  relative  au  cas  de  deux 
variables,  permet  de  généraliser  la  méthode  d'approxima- 
tion de  Newton  (n°  167). 

Soit  (a^Q,  ?/q)  un  système  de  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant 
à  deux  équations  données 

f[x,y)  =  Q,  cp(^,  t/)  =  o;  (14) 

on  connaît  une  valeur  approchée  a  de  ^o  et  une  valeur  appro- 
chée h  de  yo;  on  demande  de  trouver  des  valeurs  plus  appro- 
chées de  deux  inconnues  a:Q,  ï/q. 
En  posant 

x^  =  a^li,    .       yo  ==  ^  +  ^%  (1^) 

on  aura 

f{a  +  7i,  è  +  11)  =0,  cp  («  -h  A,  &  +  /^)  =  o. 
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c'est-à-dire,  en  développant    par  la  formule    de   Taylor  et 
.s'arrêtant  au  second  terme, 

,(«,*)  +  (a|  +  *|)  +  P=o, 

les  restes  R  et  p  ne  contenant  que  des  puissances  ou  des  pro- 
duits de  h  et  de  k  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

Si  (2  et  (î»  sont  suffisamment  approchés,  h  et  k  seront  assez 
petits  pour  qu'on  puisse  négliger  les  restes  R  et  p,  et  prendre 
pour  nouvelles  valeurs  approchées  les  quantités 

a^=  a  -\~  /?,  b^  ^  b  -\-  Z?,,  (iB) 

Aj   et   Aj    étant    données   par   la    résolution    des    équations 
linéaires 

En  opérant  sur  a^  et  6|,  comme  on  l'a  fait  sur  a  et  b,  on 
obtiendra  de  nouvelles  valeurs  approchées  «o  et  h.^,  et  ainsi 
de  suite. 


187.  Voici  un  exemple  numérique  : 
Soient  les  équations 


x^  —  Ay^  -j-  1  = 

0, 

(18) 

so-  +  ccy  —  "iy'-  - 

—  ^x  -|-  51//  - 

-313  =  0. 

(19) 

A  l'aide  d'un  croquis  fait  rapidement  et  à  une  échelle 
convenable,  sur  papier  quadrillé,  on  voit  que  l'un  des  points 
d'intersection  des  deux  hyperboles  représentées  par  les  équa^ 
lions  (18)  et  (19)  a  sensiblement  pour  abscisse  10,5  et  pour 
ordonnée  5,25.  On  aura  donc  ici,  en  conservant  les  notations 

CALCUL    INFINITÉSIMAL.  13 
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du  numéro  précédent 

a— 10,5,         è  =  5,25, 

1  +  217^^  —  42^^  =  o, 

2  +  20,25/1,  -f-  40,5A,  =  o, 

et  par  suite 

7i,  =  —  0,073...,  A-,  =  —  0,013..., 

a,  =  rt  4-  h^  =  10,427,  b^  =  b  -^  k^  =  5,237. 

En  prenant  ces  nouvelles  valeurs  a^  et  b^  pour  point  de 
départ,  on  aura  les  corrections  h[  et  k[  correspondantes  en 
résolvant  les  équations 

0,017653  +  20,854A;  —  41,896A;  =  o, 
0,00119    +  20,091A;  +  40,479â;  =  o, 

ce  qui  donne 

a;  =  —  0,000453,      a;  =  0,000195, 

et  par  suite 

«2  =  «,  +  Jil  =  10,426547  ...,  ^2  =  ô,  -f-  a;  =  5,237195  ... 

avec  six  décimales  exactes.  On  peut  le  vérifier  à  l'aide  des 
équations  à  une  seule  inconnue  qu'on  obtient  en  éliminant 
tour  à  tour  ?/  ou  a:  entre  les  équations  proposées  (18)  et  (19). 


CHAPITRE  XII 

FORMES   INDÉTERMINÉES 


Définition  de  la  vraie  valeur  d'une  i*oi*nie 
indéterminée 


188.    Une  expression  analytique  qui,  pour  une  certaine 

valeur  a  de  la  variable  j-,  se  présente  sous  l'une  àes  formes 
indéterminées 


%:         -,         0.00,  00  — oc,         0^  1^",         oo«', 

0  00 

peut  tendre  vers  une  certaine  limite  ou  devenir  infinie, 
lorsque  x  tend  vers  a.  On  convient  alors  de  donner  à  cette 
valeur  limite  finie  ou  infinie  le  nom  de  vraie  valeur  pour 
X  =.  a  de  l'expression  considérée. 

Par  exemple,  on  démontre  en  trigonométrie  que  l'expres- 
sion 

ëinx 

X 

qui,  pour  x  =  o,  se  présente  sous   la  forme  t'  tend  vers  1 

lorsque  x  tend  vers  zéro  ;  sa  vraie  valeur  pour  x  =  o  est 
donc  égale  à  l'unité. 

Nous  allons  faire  connaître  quelques  règles  qui  permettent 
d'obtenir  simplement,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  les 
vraies  valeurs  des  formes  indéterminées. 
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Forme  - 


189.  Soient /(j:)  et  <p  (a?)  deux  fonctions  qui  ont,  dans 
un  certain  intervalle,  des  dérivées  déterminées,  et  qui  s'an- 
nulent simultanément  pour  une  valeur  a  appartenant  à  cet 
intervalle.  Le  rapport 

(p  [x)  ^  ' 


se  présente  sous  la  forme  -  pour.r  =«,  et  il  s'agit  de  trouver 

sa  vraie  valeur. 

Or,  puisque  /'(«)  et  ç  («)  sont  nuls,    le   rapport  (1)  peut 


s  écrire  : 


f{œ)-r{a) 


il  est  par  suite  égal  (n"  37)  à 


CM 


(■  étant  un  nombre  compris  entre  a  et  x.   Donc,  comme  c 
tend  vers  a  en  même  temps  que  x,  si  le  rapport  des  dérivées 


(2) 


tend  vers  une  limite^  le  rapport  (1)  tend  vers  la  même  limite, 
et,  si  le  rapport  (2)  croît  indéfiniment,  il  en  sera  de  même 
du  rapport  (1). 

Par  ce  théorème,  connu  sous  le  nom  de  Règle  de  l'Hospi- 
tal,  on  est  ramené  à  examiner  comment  se  comporte  le  rap- 
port (2)  lorsque  x  tend  vers  a. 

Si  les  dérivées  f  {;x)  et  o' (.2)  ne  s'annulent  pas  simultané- 
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ment  pour  x  =  «,  la  valeur  finie  ou  infinie  de  leur  rapport 
pour  X  =:  a  sera  la  vraie  valeur  du  rapport  (1). 

Si  les  dérivées /' (x)  et  cp'(^)  s'annulent  à  la  fois  pour 
x^  rt,  on  sera,  par  la  règle  même  de  l'Hospital,  ramené  à 
voir  comment  se  comporte  le  rapport 

CM 

f{oc) 

des  dérivées  secondes  lorsque  x  tend  vers  a. 

En  continuant  dé  la  sorte,  on  verra  que,  si  les  fonctions 
f{x)  et  q{x)  s'annulent  ainsi  que  leurs  n  —  1  premières 
dérivées,  et  si  le  rapport 

/•^'"^  (x) 
cp<")  [x) 

des  dérivées  rï^"  tend  vers  une  limite  ou  devient  infini 
lorsque  x  tend  vers  «,  le  rapport  (1)  tendra  vers  la  même 
limite  ou  deviendra  infini  pour  ^  =  a. 

190.  La  formule  de  Taylor  conduirait  d'ailleurs  immé- 
diatement à  cette  conclusion.  En  effet,  puisque  les  fonc- 
tions f{x)  et  9  (.2')  s'annulent  ainsi  que  leurs  n  —  1  premières 
dérivées  pour  ,/■  =  a,  on  a 

,    ,         (x  —  aY     ,  ,  ,  „ 
'  1  .  2  ...  «  '      ^ 

c  et  c'  étant  l'un  et  l'autre  compris  entre  zéro  et  a.  On  en 
déduit  l'égalité 

/>)  _  r^^  je) 


d'où   résultent  les  conclusions  ci-dessus,  puisque,  quand  x 
tend  vers  a,  il  en  est  de  même  de  c  et  de  c'. 
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191.  Exemples  : 

1°  Soit  à  trouver  la  vraie  valeur  de 

10^(1  -]-  oc)  —  00 


pour  X  =  o.  Le  rapport  des  dérivées 

i  -{-  X  l 

2^  """  2(1  -f  x) 

1 
a  pour  limite  —  -  ;  c'est  la  vraie  valeur  demandée. 

2°  Soit  à  trouver  la  vraie  valeur,  pour  ^=o,  de  l'expres- 
sion 

X  sino; 


Le  rapport  des  dérivées  premières 


sino?  -f-  X  ces  a; 


se  présente  sous  la  forme  -  ;  il  faut  avoir  recours  au  rapport 
des  dérivées  secondes 


6'^  -|~   ^~^ 


2  cos^  — ■  X  sino;' 


il  tend  vers  1 ,  lorsque  x  tend  vers  zéro  ;  donc  l'expression 
proposée  a  pour  vraie  valeur  1,  pour  x  =  o. 

192.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  la 
valeur  a  de  x  qui  annule  les  deux  fonctions  f{x)  et  (d  [x] 
était  finie  ;  mais  la  règle  de  l'Hospital  s'applique  encore  au 
cas  où  «  est  infini. 
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1 

Pour  le  voir   il  suffit   de  poser  x  =  —  Le  rapport  (1) 


u 


devient 


cpl  - 

.M; 


il  se  présente  sous  la  forme  -  pour  u  =  o,  et  en  lui  appli- 
quant la  règle  de  l'Hospital  on  obtient  successivement 


^^r(-\         r(- 


U/ 


.r  =  ocCp(a;)         ((  =  0  1  /1\  H  =  o      ,/l\       x=-^^'{sc) 


,2 


en  sorte  que,  dans  ce  cas  encore,  la  limite  du  rapport  des 
deux  fonctions  est  égale  à  la  limite  du  rapport  de  leurs 
dérivées. 


h  orme  ^ 


193.  La  forme  ^  donne  lieu  à  une  règle  identique  à 
celle  du  n"  189  pour  les  -• 

Soient  f[x)  et  '<^[x)  deux  fonctions  qui  deviennent  siniul- 
tanément  infinies^  lorsque  la  variable  x  tend  vers  une  certaine 
valeur  a.  Si  le  rapport  (2)  des  dérivées  tend  vers  une  limite 
déterminée  ou  devient  infini^  lorsque  x  tend  vers  a^  le  rap- 
port (1)  des  deux  fonctions  tend  vers  la  même  limite  ou 
devient  aussi  infini. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  distinguerons  deux  cas, 
suivant  que  a  est  fini  ou  infini  : 

1°  a  est  infini.  —  Désignons  par  a  un  nombre  ^\y.Q,  assez 
grand  pour  que,  x  restant  supérieur  à  a,  le  rapport  (2)  des 
dérivées  diffère  aussi   peu  qu'on  voudra  de  sa  limite  /.  On 
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aura  (n°  37),  c  étant  compris  entre  a  ^\  x 

f[oc)-r[a)    r'[c) 

d'où 


cp  [X)  —  cp  [a)       0.'  [c) 


4         a;  (a) 


f  {^)  _  f  (c)  ■  ?  (^) 

/'(^) 

Mais,  lorsque  x  croît  indéfiniment,  le  second  facteur  du 
second  membre  a  pour  limite  1,  puisque  /'(co  )  et  ç(oo  )  sont 
infinis.  On  peut  donc  prendre  x  assez  grand  pour  que  le 
second  membre  diffère  de  /  aussi  peu  qu'on  voudra.  Donc 
le  premier  membre,  c'est-à-dire  le  rapport  (1),  a  aussi  pour 
limite  /. 

On  voit  de  même  que,  si  le  rapport  (2),  au  lieu  de  tendre 
vers  une  limite  déterminée  /,  devenait  infini,  il  en  serait  de 
même  du  rapport  (1  ). 

1 

2°  a  est  fini.  —  En  posant  ^  =  «  -|-  ->  on  a 


'■(«  +  ^) 


lim  '   y  '  ■=:  lim 


^(«  +  !) 


et  l'on  tombe  sur  le  cas  précédent.  On  est  donc  autorisé  à 
prendre  le  rapport  des  dérivées,  c'est-à-dire  à  chercher  la 
limite  pour  u  =  oo  de 


;5  cp'  (a  4-  -)  cp'  (û!  -|-  - 


f'ix) 
c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  ■  ,     ,  pour  x  =^  a. 

9  (^) 
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194.  Exemple.  —  L'expression 


log(g-r  —  e''] 
log  [x  —  a) 


co 


se  présente  sous  la  forme  ^  pour  x  et  a.  Sa  vraie  valeur  est 

e'""  (x  —  a)        ,.        ^    ..       X  —  a  ^      l 

lim  — ^ =  lini  e^  .  lim =  e""  .  —  =z  l. 

qx  _  Qa  e-^  _  e«  e« 


Remarques  diverses 


195.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  précédents  ne 
sont  pas  vraies;  en  d'autres  termes,  si  le  rapport  (1)  des 
deux  fonctions,  qui  deviennent  simultanément  nulles  ou 
infinies  pour  x  =  «,  tend  vers  une  limite,  on  ne  peut  pas 
affirmer  que  le  rapport  (2)  des  dérivées  tende  vers  la  même 
limite. 

Par  exemple,  le  rapport 

%\wx 


X  -f-  sina;  sina- 

X 


a  pour  limite   1  pour   j:  r=   oo  ,   tandis  que    le   rapport  des 
dérivées 

1  —  COS.''  ,.X 

- — ■ =  tang-  - 

1  +  CCS  a;  "    2 

ne   tend    vers   aucune    limite  déterminée,   lorsque  x  croît 
indéfiniment. 

190.  Soit  a  une  quantité  finie;  si  /  (./)  devient  infini 
pour  X  =^  a^W  en  est  en  général  de  même  pour  sa  dérivée. 
On  s'en  rend  compte  aisément.  En  effet,  la  courbe  ^  :^/(.r) 
admet,  dans  ce  cas,  une  asymptote  x  =  a,  parallèle  à  l'axe 


202  CHAPITRE    XII 

des  ij  ;  mais  la  tangente  à  cette  branche  de  courbe  tend  vers 
l'asymptote  quand  l'abscisse  du  point  de  contact  tend  vers  a\ 
le  coefficient  angulaire  /'  {:£)  de  cette  tangente  devient  donc 
infini  pour  x  =^  a. 

Si  f\x)  est  nul  pour  j:  =  oo  ,  il  en  est  de  même  en  géné- 
ral de  sa  dérivée.  En  effet  la  courbe  y  =  f  [x]  admet  alors 
l'axe  des  x  pour  asymptote,  et,  comme  la  tangente  à  cette 
branche  de  courbe  tend  en  général  vers  cette  aymptote  quand 
l'abscisse  du  point  de  contact  croît  indéfiniment,  le  coefticient 
angulaire  /'  [x]  de  cette  tangente  devient  nul  pour  x  ■=  ^  . 

Il  résulte  de  ces  deux  observations  que  les  règles  données 
aux  numéros  192  et  193  ne  font  en  réalité  que  substituer 
un  problème  à  un  autre  du  même  genre.  Mais  ces  règles  ne 
perdent  pas  pour  cela  leur  utilité,  vu  que  le  nouveau  problème 
peut  offrir  des  difficultés  moins  grandes  que  le  premier. 


Forme  0 .  oo 

197.  Soit  le  produit 

/■(ir)Xcp(^) 

de  deux  fonctions,  dont   la   première   s'annule  et  dont  la 
seconde  devient  infinie  pour  une  certaine  valeur  de  a:. 
On  mettra  le  produit  sous  l'une  des  deux  formes 

fix) 


_J_ 

et  l'on  sera  ramené  de  la  sorte  à  la  recherche  de  la  vraie 
valeur  de  deux  expressions,  qui,  pour  la  valeur  d'^  consi- 
dérée, se  présentent  sous  l'une  des  deux  formes  -5  ^. 

108.  Exemple.  —  Soit  à  trouver  la   vraie    valeur  pour 
^  =  00  de  l'expression  x''e~'''' .  dans  laquelle  j^;  et  q  désignent 
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des  nombres  positifs  et  qui  se  présente  sous  la  forme  ooxo. 
En  posant  x^  =  u,  on  ramène  l'expression  proposée  à  la 
suivante  : 

-'lu 

ue  I'   ' 
qu'on  peut  écrire  encore 

M 
—  Il 

et  qui,  pour  u  ==  ce  ,  se  présente  sous  la  forme  ^-.  En  pre- 
nant le  rapport  des  dérivées 


q    -^>i 


on  trouve 


lim  œPe~''^  =  o. 

X  =^  oc 


1 
En  faisant  dans  cette  formule  x=  log'^,  puis  f=  -^  on 

obtient  les  deux  suivantes 


lim^^^^=:o,         lim^^'(log^)^  =  0,  (4) 

t=zyj  t'  Z  =  o 


qui  sont  parfois  utiles. 

Forme  oo  —  oo 

199.  Pour  trouver  la  vraie  valeur  de  la  différence 

y  =  fM  —  ?(a^) 
de  deux  fonctions  qui   deviennent  simultanément   infmies 
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pour  une  valeur  particulière  a  de  la  variable,  on  écrit  celte 
différence  y  sous  la  forme 


f  ix) 
Si  le  rapport  MH'  ^^i  ^st  le  premier  terme  de  la  parenthèse 

et   qui   se   présente   sous   la  forme  ^,  ne  tend  pas   vers   1 

lorsque  x  tend  vers  «,  l'epxression  y  deviendra  infinie.  Si  le 

/  ix) 
rapport -y-^'  tend  vers  i,  //  prendra  pour  x  ^  o  la  forme 

00  .  0,  que  Ton  traitera  comme  nous  l'avons  dit  au  n°  196. 
iiOO.  Exemple.  —  Trouver  la  vraie  valeur  de  la  ditîérence 


y  z=z'^[x  -\-  «.,)  (x  +  «o)  ...  [x.  -\-  a„)  —  a- 


pour  X'  =  00  . 
Ici  le  rapport 


n.,      v/(*+!:)C'+l)-0  +  "^) 


fjoc) 
tend  vers  1,  quand  x  croît  indéfiniment.  L'expression 


X 


\/0+"s)('-f)-('-^')-'] 


s'offre  donc  sous  la  l'orme   oo  .  o,  pour  ,2;  =  oo  ,  et  il  s'agit 
de  trouver  sa  vraie  valeur,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 

posant  -  =  u,  de  trouver  la  valeur  pour  u  =  0  de  l'expres- 
sion 


v'(i  -|-  a^u)  (1  -[-  ^2^f)  •••  (^  H"  ^^i^)  —  ^ 
u 

qui  se  présente  sous  la  forme  -r-  L'application  de  la  régie  de 
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L'Hospita],  si  l'on  observe  que  la  dérivée  du  radical  est 

donne  pour  la  vraie  valeur  demandée  la  moyenne  arithmé- 
tique 

^1    +  <^2   +    •••    +  ^n 

n 
des  quantités  rtj,  «o,  ...,«„. 

Formes  0",  1'"^%  oo° 

;20l.  Suivant  qu'on  a 

f  {a)  =0,  <ù  [a)  =  0, 

ou 

f  {a)  =1,  cp  (a)  =  GO, 

ou 

/"  [a)  =Go,  cp  (a)  =  G, 


expression 


n.v)9(-\  (3) 


dans  laquelle  f{x)  est  supposée  positive,  se  présente,  pour 
.z==«,  respectivement  sous  la  forme 

0\        i'^,        oc. 

Pour  trouver  alors  sa  vraie  valeur,  on  cherche  la  valeur  de 
son  logarithme,  sauf  à  remonter  ensuite  du  logarithme  au 
nombre  correspondant. 

Or  le  logarithme  de  (3)  est  le  produit 

;ù  (x)  .]og;f{x); 
et  dans  chacun  des  trois  cas  ci-dessus  ce  produit  se  présente 
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SOUS  la  forme  o  .  xi .  On  sera  ainsi  ramené  au  problème  du 
n''  196. 

Voici  quelques  exemples  : 

1°  Soit  y  =  af ,  l'expression  dont  on  demande  la  vraie 
valeur  lorsque  x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives. 

On  a 

logy  =:  X  loga?  =  — ?— 5 

X 

et  comme  le  rapport  des  dérivées  est  égal  à  —  x^  logy  tend 

vers  zéro,  et,  par  suite,  y  tend  vers  1. 

j_ 
2°  Soit  //  =  (!+  axy ,  qui,   pour  x=^  o,se  présente  sous 
la  forme  1°°. 
On  a 

logii  -]-  <^^) 


logi/ 


a; 


et  comme  le  rapport  des   dérivées  est  égal  à  t~j^ '  log// 

tend  vers  «,  et  par  suite  y  tend  vers  e"-. 

3°  Soit  y  =  (l  -h-)     l'expression  qui  se  présente  pour 
X  =^  ç>  sous  la  forme  oo°.  On  a 

log2/  =  ^  log  ^1  +  -  j  z=  ■ ^ , 

X 

X 

et  comme  le  rapport  des  dérivées  est   égal  à — — — yjlogy 

X  — j       L 

tend  vers  zéro,  et  par  suite  y  tend  vers  1. 
20!^.  Si,  pour  X  =  «,  l'expression 

y  =  u^^ 
où  u  et  V   sont   des   fonctions  de  x,    se   présente   sous   la 
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forme  1"° ,  tandis  que  Texpression 

z  =  v{u 1) 

admet  une  limite  déterminée  k,  la  vraie  valeur  de  y  sera  e''. 
En  etïet,  on  peut  écrire 

d'où,  pour  X  =  a, 

lim  .  y  =  e''""^  =  e^". 

Voici  deux  exemples: 
r  Soit 


__  (x^  -f-  6a;  Ar  SV 
^~'  V^2  _|_  2a?  —  sj 


qui,  pour  ,x  =-  oo  ,  prend  la  forme  l'^. 
Comme 


/a;^  -1-  6a;  4-  5        ,\                4a;^  -|-  8a; 
z  =     — rH — ^ ■ — ::  —  la; ■ 


x^  +  2a7  —  3          /  a;'-^  -{-  2a;  —  3 

a  pour  limite  4  pour  ^  =  oo  ,  la  vraie  valeur  de  y  est  e^. 
2°  Soit 

y  rr:  (a;  -f-  sin  a;  -j-  cosa;)*^°'*°^*, 

qui,  pour  x  =  o,  revêt  la  forme  1"°. 
Comme 

^  =  cotano^a;  (a;  +  sina;  +  cosi»  —  1)  =  cosa;    -r —  +  1  —  tano"  r- 
"     ^  '  Lsina;  ^2J 

a  pour  limite  2  pour  x  =  o,  la  vraie  valeur  de  jy  est  e'^. 
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Emploi   des  séries 


203.  Le  développement  en  séries  constitue  un  procédé 
très  souvent  fort  commode  pour  la  résolution  du  cas  d'indé- 
termination. Voici  quelques  exemples  : 

1"  Soit  proposé  de  trouver  la  vraie  valeur  de  l'expression 


y=„-^[log(l+i)-i]. 


pour  n  ==  oD  . 

Cette  expression  se  présente  sous  la  forme  ce  .  o.  Mais  on  a, 
pour  n  >>  1, 


et  par  suite 


1 
La  vraie  valeur  de  y  est  donc  —  -• 

2°  Trouver  la  vraie  valeur  de  Lexpression 


y 


qX   gsin; 


X  —  sin^c 


pour  j:  =  o. 

On  peut  écrire,  en  posant  x  —  sin.i-  =  u, 


y  =  e- 


1 


ou  en  remplaçant  e"  par  son  développement  en  série 
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La  vraie  valeur  de  //  pour  x  =  œ  est  donc  1. 

3°  Soit  encore  à  trouver  la  vraie  valeur  de  l'expression 


y  =:  \/x'^  —  ox  ~\-  Q  —  \/j;^  —  X, 

pour  X  =  00  . 

On  développera  les  radicaux  par  la  formule  du  binôme 

1 

relative  à  l'exposant  -? 


-  1  1  1     . 


où  y.  est  supposé  plus  petit  que  1  en   valeur  absolue.  Or 
cette  quantité  2  est  pour  le  premier  radical 

ox  —  6 
et.  pour  le  second 


Comme  il  faut  faire  tendre  x  vers  l'oo  ,  on  peut  toujours 
supposer  x  assez  grand  pour  que  chacune  des  deux  quanti- 
tés précédentes  soit  moindre  que  1  en  valeur  absolue.  La 
formule  du  binôme  est  donc  applicable,  et  l'on  a 


\/x-  —  OX-\-^  =  X  \/  l 


ox  —  6  o         1 


x'^  2        8a;        I6x- 


\X-  X    =:  «   \ /    i =  X 


X  2       S.r        Hic- 

d'où 


ce  qui  montre    que  la  vraie  valeur  de  //  est  —  2. 

4°   Cherchons    enfin    la   vraie    valeur,    pour    x   =   o,    de 

CALCIL   liNFlNTTÉSIMVL.  14 


210  CHAPITRE    XII 

l'expression 

loff  (1  4-  X  -[-  x^)  +  log-.  (1  —  X  -j-  x^] 

y      -—      n 

"^  sec  a?  —  cosa? 

qui  se  présente  alors  sous  la  forme  -• 
On  peut  l'écrire 

log'(l  -\-  x'^  -\-  x^) 


y  =  coso;  . 


SWiX 


Comme  les  deux  premiers  facteurs  tendent  l'un  et  l'autre 
vers  1,  lorsque  tend,  vers  zéro,  la  vraie  valeur  de  y  sera  la 
même  que  celle  du  troisième  facteur,  lequel  devient,  par  le 
développement  en  série  du  logarithme, 


x'I        1        "^  2  +--J^ 


et  par  suite  a  l'unité  pour  limite. 

La  règle  de  L'Hospital,  appliquée  sans  modification  à  la 
forme  primitive  de  y,  eût  exigé  deux  différentiations  succes- 
sives et  donné  lieu  à  un  calcul  beaucoup  moins  simple  que 
celui  que  nous  venons  de  faire. 


Vraies  valeurs  des  fonctions  de  plusieurs  variables 

2,04:.  Lorsque  le  rapport 

u  =  ^P^  (5) 


de  deux  fonctions  de  plusieurs  variables  se  présente  sous  la 
forme  -  pour  un  système  de  valeurs  a,  h  des  variables  .r,  y, 
la  vraie  valeur  de  ce  rapport  est  généralement  indétermi- 
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née  ;  elle  dépend  de  la  loi   suivant  laquelle  x  et  y  tendent 
respectivement  vers  a  ei  h. 
En  effet,  si  l'on  pose 

00  =  a  -}-  pi,  y  =1  b  -{-  qt,  (6i 

/>  et//  désignant  des  constantes   arbitraires,    le    rapport   n 
devient  une  fonction 

r  [a  +  pi,  h  +  ql) 

de  la  variable  unique  /,  qui,  pour  t,  =  o,  se  présente  sous 

la  torme  -• 

<J 

L'application  de  la  règle  de  L'Hos[)ital  donne  alors 


hm  u  =  — r r-,  (8) 

valeu]'  que  la  présence  des  arbitraires  p  et  q  rend  indéter- 
minée. Toutefois,  si  les  dérivées  partielles  des  fonctions  /' 
et  0  sont  proportionnelles,/;  et  q  disparaissent,  et  l'on  a 

.      Y       ^ 

1-  ^^  ^^^  'r,\ 

tim  u  =  ^--  =  —  )  (9) 

c'a»        vo 

5^         S 


qui  est  en  général  déterminée. 
Si  les  dérivées  partielles 

^      ^      Ijt       h 

i^a  ^b  L'a  ^b 

sont  toutes  nulles,  le  second  membre  de  (8)    se  présente  à 
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son  tour   sous  la  forme  -  ;  une  nouvelle  application  de  la 


règle  de  L'Hospital  donne  alors 


lim  u  = 


p'  ^,  +  2pr7  ^ 
c'a-  ôacb 


9   ^"9      I      a  ^'9 

c'a-'  c'ttc'A 


lOi 


valeur  que  la  présence  de  p  et  ç-  rend  indéterminée,  à  moins 
que  les  dérivées  partielles  du  sacond  ordre  des  fonctions  / 
et  ©  soient  proportionnelles,  et  ainsi  de  suite. 

Il  va  sans  dire  qu'au  lieu  d'appliquer  la  règle  de  L'Hospital 
pour  trouver  la  vraie  valeur  de  (7)  pour  /  =  o,  on  peut 
(n"  203)  avoir  recours  aux  développements  en  séries  et  à 
des  transformations  que  suggère  l'habitude  du  calcul. 

205.  Exemples  : 
1"  Soit  l'expression 


\o^x  -\-  log"2/ 

oc  ~\-  oy  —  b 

qui  se  présente  sous  la  forme  -»  pour  x  =^  y  =  1. 
On  a  ici 


:iii 


^-^   =   -, 

~dy       y 


1, 


et  par  suite,  à  cause  de  «  =  ^^  =  1, 


s, 


¥ 

^a 


}£ 
^h 


1, 


h-. 


La  formule  (7)  donne  alors  pour  la  limite  de  w  rexpres- 
sion 

^,  (12) 

dont  rindétermination  est  manifeste. 
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2°  Soit  l'expression 

tans^  X  tang-y  —  1 


(13) 


qui,  pour  x  =  y  =y  se  présente  sous  la  forme  -  • 
On  a  ici 


'^x        cos-£c' 

^y' 

cos- 

'ic' 

^x-^ 

'•        y^- 

et,  à  cause  de  a  = 

h  = 

^4' 

=  2, 

;)'^ 

û 

TU 
~   4' 

^  ~  4* 

Les  fonctions  /'et  ©  ayant  leurs  dérivées  partielles  pro- 
portionnelles, la  formule  (9)  donne 

o 

lim  u  =  -•  (14) 

3°  Soit  l'expression 

_  (^  -  ip  +  y'  -  i  (is) 

(a;^  ^  ïf  —  [y  ~  i) 

qui,  pour  ^  =  y  =  1,  se  présente  sous  la  forme  r- 
On  a  ici 

—  =  -  (a?   —  1)  -^    :=   -  ^,  :r^  —  S(X^  —   i)   X,  -^  =   —    1  ; 

d'oii,  à  cause  de  «  =  />  =  1, 

Y_"       Y_3         ^_  ç^_ 

M  ~~  °'         ?^>  ~  §'         :^a  ~~  ^*'         S  ~  ~    ' 


214  CHAPITRE    XII 

et  enfin,  d'après  la  formule  (8), 

3 


^J  3 

lim  u  ^=. =  —  -•  (16) 

—  q  1  ^     ' 


4°  Soit  enfin  l'expression 

qui,  pour  x  =  y  =  o,  se  présente  sous  la  forme  -• 

L'emploi  de  la  règle  de  L'Hospital  exigerait  ici  deux  ap- 
plications successives,  vu  que  les  dérivées  partielles  au.  pre- 
mier ordre  sont  toutes  nulles  pour  x  =  y  =  o.  Mais  en 
posant  x  =  pt,  y=zpt^  on  a,  suppression  faite  du  facteur 
commun  f, 

pi  4_  ^2  V       ; 

qui  met  tout  de  suite  en  évidence  l'indétermination. 

1206.  Nous  terminerons  par  une  remarque  importante  : 
Ce  serait  une   erreur   de    croire    que,    pour    trouver   la 

vraie  valeur  du  rapport  (5),  qui  se  présente  sous  la  forme  - 

pour  X  =  a  et  y  =  h,  on  a  le  droit  de  faire  successivement 
x  =  «,  puis  //  =  b^  ou  bien  y  =  b^  puis  x  =  a.  11  faut  intro- 
duire ces  valeurs  simultanément,  sans  quoi  on  risquerait  de 
faire  disparaître  une  indétermination  qui  existe  réellement. 

Un  exemple  suffira  pour  mettre  ce  point  hors  de  doute. 

Reprenons  l'expression  (11).  En  faisant  d'abord  j:  =  l, 
l'expression  devient 

log'?/ 


5  [y  —  1) 


qui,  pour  ?/  =:  1,  se  présente  sous  la  forme  -  et  a,  d'après  la 
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1 

règle  de  L'Hospital,  pour  valeur  -•  Si,  au  contraire,  on  fait 

o 

d'abord  y  =  1 ,  on  tombe  sur  l'expression 

loga; 


qui,  d'après  la  règle  de  L'Hospital,  a  pour  valeur  1.  La  con- 
tradiction est  flagrante;  bien  plus,  aucune  des  deux  valeurs 

1 

trouvées  -  et  1  ne  convient,  l'expression  (11)  étant  réelle- 

5  1  .     / 

ment  indéterminée  pour  .r  =  y  :=  1. 


CHAPITRE  Xin 
MAXIMA    ET    MINIMA 


Cas  d'une  fonction  explicite  d'une   seule  variable 
indépendante 


-i07.  On  dit  qu'une  fonction  ©  [x]  est  maximum  pour  une 
valeur  a  de  la  variable  x^  lorsqu'on  peut  trouver  un  nombre 
positif  £  tel  que  la  différence 

cp(a  H-  h)  —  cp(a)  (1)         .     j 

soit  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  h  comprises  entre 
—  £  et  £. 

Lorsque,  dans  les  mêmes  conditions,  la  différence  (1)  est 
positive^  on  dit  que  la  fonction  est  minimum  pour  x  =^  a. 

208.  D'après  ces  définitions,  si  ç(«)  est  maximum,  cp  (a:) 
croît  dans  l'intervalle  [a  —  s,  a),  puis  décroît  dans  l'inter- 
valle («,  «+£);  tandis  que,  si  ©(«)  est  minimum,  (^[x] 
décroît  dans  le  premier  intervalle  et  croît  dans  le  second. 

Donc  (n°'  43  et  44)  la  dérivée  o  [x)  passe  du  positif  au 
négatifs  lorsque  x  atteint  en  croissant^  puis  dépasse  lavaleur 
a  qui  rend  ©  (.a:)  maximum;  elle  passe ^  au  contraire,  du  négatif 
au  positif  lorsque  x  atteint,  pins  dépasse  la  valeur  a,  qui 
rend  a,  {x)  77îinitnu?n. 

Les  réciproques  sont  vraies  :  Si  la  dérivée  passe  du  posi- 
tif au  négatif,  la  fonction,  croissant  d'abord,  puis  diminuant,         j 
passe  pjar  un  maximum;  et,  si  la  dérivée  passe  du  négatif 
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au  podtif\  la  fonction.,  décroissant  d'abord,  puis  augmentant, 
passe  par  nu  niinhnum. 

209.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  la  dérivée 
(p'(.z)  est  continue  1  dans  le  voisinage  de  a.  La  dérivée  ne 
peut  alors  changer  de  signe  qu'en  s'annulant,  et  les  propo- 
sitions démontrées  au  numéro  précédent  conduisent  à  la 
règle  suivante 

Pour  t^ii  une  fonction  <d[x)  soit  maxiinum  (ou  minimum) 
pjour  X  =  «,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  clé?nvée  (o' (x)  s'annule 
pour  cette  valeur  de  x,  en  jjassant  du  signe  -\-  au  signe  — 
(ou  du  signe  —  au  signe  +),  lorsque  x  atteint  et  dépasse  a. 

Cette  règle  exige  l'étude  des  variations  de  signe  de  la 
dérivée  dans  le  voisinage  de  chaque  l'acine  réelle  de  a  de 
l'équation  o' [x]  ==  o.  Cette  discussion  n'est  pas  toujours 
aisée;  aussi  trouve-t-on  souvent  avantageux  de  substituer 
au  critérium  précédent  une  autre  règle  exigeant  seulement 
la  connaissance  du  signe  que  prend,  pour  x  =  «,  la  pre- 
mière des  dérivées  ?'(«),  ç>"(^)...,  qui  ne  s'annule  pas  pour 
cette  valeur  de  x. 

210.  Avant  d'indiquer  cette  seconde  règle,  nous  devons 
faire  une  remarque  importante. 

Si  une  fonction  f[x)  est  continue.,  mais  différente  de  zéro., 
pour  X  =  «,  f[x)  conserve  un  signe  constant  dans  le  voisi- 
nage de  a. 

En  effet,  soit  s  un  nombre  positif,  et  x  une  valeur  quel- 
conque appartenant  à  l'intervalle  {a  —  s,  a  -\-  s).  En  vertu 
de  la  continuité,  on  peut  prendre  s  assez  petit  pour  que  l'on 
ait 

nx)  ■=  fia)  +  u,  (2) 

u  étant  aussi  petit  qu'on  voudra  en  valeur  absolue.  En  par- 
ticulier, comme  f{a)  n'est  pas  nul,  on  peut  prendre  s  tel 
que  I  zi  I  soit  inférieur  à  |  /  («)  |  .  C'est  donc  f{a)  qui  donne 
son  signe  au  second  membre  de  (2),  et  par  suite  au  premier 

'  Les  cas  de  discontinuité  ne  comportent  pas  de  solution  générale  ;  on  doit 
les  traiter  directement  dans  chaque  question  particulière. 
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membre  ;  f[x)  a  donc  le  signe  de  f[a)  dans  l'intervalle 
considéré. 

211.  Cela  posé,  soit  a  une  racine  réelle   de  l'équation 

(^' [x)  =  o,  et  supposons  que  o[x)  et  ses  dérivées  successives 
soient  continues  dans  un  intervalle  [ci  —  h^  a  -\-  h)^  compre- 
nant la  valeur  a  ;  enfin  soit  p  Tordre  de  la  première  des 
dérivées  successives  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a,  de 
telle  sorte  qu'on  ait  : 

©  ((2)  =  o,         cp' (a)  =  G,         fP-^'>[a)  =  o,         cpP  (a)  ^  o. 

Dans  ces  conditions,  la  formule  de  Taylor  donne 

'^  [a  +  A)  -  CD  [a]  =  ^— 1^  ?"'^  («  +  '^/^j,         (3) 

011  6  est  compris  entre  0  et  1.  D'ailleurs,  puisque  ©''"'(a:)  est 
continu  et  différent  de  zéro  pour  x  =r=  a,  on  pourra  (n''210) 
restreindre  h  de  façon  que  ?'^'(.ï)  conserve  dans  l'intervalle 
considéré  le  signe  de  <D^{a).  D'après  cela,  et  en  vertu  de  la 
formule  (3),  si  p  est  impair,  la  différence  z,[a  -\-  h)  —  (o^a) 
changera  de  signe  avec  h,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni 
minimum.  Au  contraire,  si  p  est  pair,  la  même  différence 
conservera  le  signe  de  o^'{a).  Donc  (n°  207)  il  y  aura  maxi- 
mum ou  minimum  suivant  que  ce  signe  est  —  ou  -\-. 

De  là  cette  règle  : 

Pour  qu'une  fonction  ©  (x)  soit  maximum  ou  minimum 
pour  X  =  a,  il  faut  et  il  suffit  que  la  première  des  dérivées 
de  (!^{x)^  qui  ne  s'annule  pas  pour  x^=a,  soit  d'ordre  pair. 
Alors  il  y  a  maximum  ou  minimum,  suivant  que  cette  dérivée 
d'ordre  pair  est  négative  ou  positive  pour  x  =  a. 
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Exemples 


^1*2,  Soit  proposé  de  trouver  les  maxima  et  les  minima 
de  la  fonction 

cp(a7)  z=  [x  —  «,)  {x  —  «2)  ...  [x  —  «„),  (4) 

où  â;,,  «o,  ...,  «„,  désignent  n  quantités  distinctes  et  rangées 
par  ordre  de  grandeur  croissante. 

En  vertu  du  théorème  de  Rolle,  chacun  des  intervalles  : 

(a,,  «2),  («2,  «3),  ...  («„_,,  an) 

renferme  au  moins  une  racine  réelle  de  l'équation  <s^'  [x]  =o, 
et  il  n'en  contient  qu'une,  puisque  le  nombre  des  intervalles 
est  égal  au  degré  de  cette  équation.  En  désignant  par  a,,  a,, 
...,  a„_i,  les  racines  de  o  {■r)  =  o  supposées  rangées  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  on  aura 

^' [ûc)  =  n{x  —  a^)  [x  —  Xo)  ...  [x  —  y.n-\)- 

Gela  posé,  faisons  croître  x  d'une  manière  continue  de 
—  00  à  H-  oc  . 

Si  n  est  impair,  '^'[x),  d'abord  positif,  change  de  signe 
chaque  fois  que  x  atteint  et  dépasse  l'une  des  quantités  «j, 
a.,,  ...,  a„_i  ;  donc  9  (jc)  est  maximum  pour  r  =1^  aj,  minimum 
pour  X  ■=  ao,  maximum  pour  x  ^  y..,  ...,  enfin  minimum 
pour  X  =  a,i_i. 

Si  n  est  pair,  <^'  [x),  d'abord  négatif,  change  de  signe  chaque 
fois  que  x  passe  par  l'une  des  quantités  ap  a.,,  ...,  a„_i.  Donc 
9 (.2)  est  maximum  pour  x  =  a^,  minimum  pour  ./■  =  a>, 
maximum  pour  x  =  3:3,  ...,  enfin  maximum  pour  x  =:  a„„|. 

'Jiïli,  Trouver  les  maxi7na  et  mini  nui  dune  fonction  ai/ant 
pour  dérivi'e 

,  .   ,        (x  —  a)''  f{x)  ,„, 
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OÙ  p  est  un  nombre  entier  positif,  et  f[x)  et  F  [x]  deux  poly- 
nômes entiers  ne  s'annulant  pas  pour  x  =.  a\  quelles  sont 
les  conditions  pour  que  9  (a)  soit  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, ou  ni  l'un  ni  l'autre? 

Si  p  est  pair,  comme  f{x)  et  F  [x)  ne  changent  pas  de 
signe  pour  x  =  a,  la  dérivée  9'  [x]  ne  change  pas  non  plus  ; 
il  n'y  a  donc  ni  maximum  ni  minimum. 

Si  p  est  impair,  [x  —  cif  passe  du  négatif  au  positif  pour 
X  =  «;  donc  ©(a;)  est  minimum  ou  maximum,  suivant  que 


F  (a) 


est  positif  ou  négatif. 

On  voit  que  la  règle  du  n°  209  est  d'une  application  facile, 
lorsque  la  dérivée  s'  [x]  est  le  quotient  de  deux  polynômes 
entiers. 

^14.  Trouver  le  minimum  de  x\  x  étant  positif. 
La  fonction  étant  minimum   pour  la  même  valeur  de  x 
que  son  logarithme,  nous  poserons 

!i(.z;)  =  log^-^  =  X  logic,  (6) 

d'oîi  il  résulte 

^'  [oc]  =  1-1-  loga?. 

Cette  dérivée  s'annule  pour  log.z-  =  —  t,  c'est-à-dire  pour 
x  =  —  D'ailleurs   o  [x)  =  -    étant    égale    à    e^    c'est-à-dire 

positive  pour  x  = -^  on  voit  par  la  règle  n°  211  que  x!"  est 
minimum  pour  cette  môme  valeur  de  x. 

^15.  Trouver  le  minimum  de  P  expression 

cp  [x]  ^  e^  -\-  e~''^  -\-  2  COS.X'.  (7) 

Sa  dérivée 

cp'  (^x)  =  e^'  —  e~^  —  2sin^ 
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s'annule  pour  x  =  o\  mais  cette  valeur  x  =  o  annule  aussi 
les  dérivées 

cû^'(a;)  -rzi  e^  -{-  e-^'  —  2  cosa7, 
et 

cp"'  {x)  =  e-^  —  e  -  ""  -\- 'i  sin  x, 

tandis  qu'elle  rend  la  dérivée  quatrième 

cpi^  [x)  =  e"  +  e-^  +  2  cos^ 

positive  et  égale  à  4.  Donc  (n°  211)  o[x)  =  4  est  un  mini- 
mum de  s  (j:). 

Il  est  aisé  de  voir  d'ailleurs  que  .r  =  o  est  la  seule  racine 
réelle  de  ç'(.x)  =  o  ;  en  effet,  si  on  remplace,  dans  ?'(.x),  e'^, 
e~^  et  sin^  par  leurs  développements 


z=z 

1 

+ 

X 

î 

+ 

X 

V. 

2 

1 

a?-* 

1 

'    1. 

2 

3   ' 

= 

1 

— 

+ 

X 

V. 

,2 

a?^ 

1 

e   *■ 

1  . 

2  . 

,3    1 

— 

X 

I 

— 

a;'^ 

1 

1 

.  2 

.3    1 

on  obtient  l'expression 
1 


A.>>3 


1  .  2  .  3    •"  1  .  2  ...  7^~  1  .  2  ...  11  "^ 


dans  laquelle  le  facteur  entre  parenthèses  est  constamment 
positif;  'ij  [x]  ne  s'annule  donc  que  pour  ^  =  o;  or,  comme 
alors  cette  dérivée  passe  du  négatif  au  positif,  on  retrouve, 
par  l'application  de  la  règle  du  n°  209,  les  conclusions  que 
nous  a  données,  dans  l'alinéa  précédent,  l'application  de  la 
règle  du  n''  211. 

'2, 1  C>.  Doux  milieux  étant  séparés  par  un  plan  horizontal  P, 
la  lumière  se  meut  dans  le  premier  milieu  avec  une  vitesse 
constante  u,  et  dans  le  second  milieu  avec  nne  vitesse  cons- 
lanli'  r.  On  demande  quelle  route  la  lumière  doit  suivre  pour 


'2'2-2 
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alle)\  dans  le  temps  le  plus  courte  d'un,  point  A  d/i  premier 
milieu  à  un  point  B  du  second. 

Soient  A'  et  B'  les  projections  des  points  A  et  B  sur  le 
plan  P.  Le  chemia  demandé,  qui  se  compose  de  deux  portions 
de  droite,  est  situé  dans  le  plan  vertical  AA'B'B;  en  effet, 
soit  G  un  point  situé  sur  le  plan  P  en  dehors  de  la  droite 
A'B',  et  L  la  projection  de  G  sur  A'B',  on  aura  AL  <<  AG  et 
BL  -<  BG,  en  sorte  que  la  lumière  mettra  moins  de  temps 
à  suivre  le  chemin  ALB  qu'à  décrire  le  chemin  AGB. 

Tout  revient  donc  à  chercher  sur  AA'  le  point  H,  tel  que 
le  chemin  AHB  soit  parcouru  dans  le  temps   minimuQi. 

Désignons  par  IX  la  verticale  du  point  H,  et  posons 
AA'  =  «,  BB'  ==  6,  A'B'  =  d,  AHX  =  i,  BHl  =  /•. 


^ 

X 

/ 

\ 

p  / 

/          ^ 

V   \ 

H 

B' 

/ 

/ 

G 

/■-..._ 

!    / 

/ 

I 

^. 

FiG.  6. 


Le  temps  à  rendre  minimum  a  pour  expression 

h 


a 


:■  + 


u  cosz       V  cosr 


(8) 


i  et  r  étant  liés  par  la  relation 

cl  =^  a  tang^  -\~  b  tangr. 


(9) 


Donc,  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à   /  de 
l'expression  (8),   et   désignant  par  /   la  dérivée   de  /■  par 
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rapport  à  «,  on  aura  réqiiation 

.  a  sin  i     ,    h  sin  r       ,  .,,, 

--\- r  • '•  =  0,  (10 

u  cos- 1       fcos-r 

à  laquelle   il  faut  adjoindre  celle  qui  provient  de  la  diffé- 
rentiation  de  la  relation  (9) 

Cl        .         b  ,  ,  .  . 

-j- •  >'  =0.  11 

cos-' «        cos-r 

L'élimination  de  r'  entre  (10)  et  (11)  donne  immédia- 
tement 

^■=^,  (12)-     ' 

sinr       V  ^     ^ 

pour  la  condition  du  minimum. 

Remai'que  importante 

*^17.  Souvent  la  variable  ^,  au  lieu  de  pouvoir  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles,  est  astreinte  à  rester  inférieure 
ou  supérieure  à  certaines  limites.  Alors,  a  désignant  Tune 
quelconque  de  ces  valeurs  extrêmes,  cp(3:)  peut  être  un  maxi- 
mum ou  Lin  minimum,  sans  que  x  soit  une  racine  de  l'équa- 
tion dérivée  o' {x)  =  o. 

Considérons,  par  exemple,  le  cercle  x~  +  //  =  R-  et  un 
point  A  («,  o)  différent  de  l'origine.  La  distance  AM  d'un 
point  quelconque  M  {x,  y)  du  cercle  au  point  A  devient 
maximum  pour  x  =  R  et  minimum  pour  x  = —  R;  et, 
cependant,  aucune  de  ces  valeurs  extrêmes  de  x  n'annule 
l'équation  dérivée,  puisque  la  dérivée  de  l'expression 

ÂM'  =  R2  +  «2  _  2^,,. 

se  réduit  à  —  2a. 

Pour  avoir  un  exemple  plus  complet,  reprenons  la  ques- 
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tion  précédente,  en  remplaçant  le  cercle  x"-  -^  if- ==  R'  par 
la  parabole  jf  —  2px  =  o.  On  a  alors 

AM''  =  [a:  —  a)-  ^  y-  =  {x  —  a)-  +  ^px, 

et  l'équalion  dérivée  se  réduit  à 

X  —  a  -\-  p  =0, 

dont  la  racine  unique  a  — p  doit  être  rejetée,  si  a  est  infé- 
rieur à/j,  puisque  la  variable  x  est  astreinte  à  rester  posi- 
tive. Si  a  est  supérieur  à  p,  la  racine  a  —  p  est  l'abscisse 
commune  à  deux  points  M[  et  Mo  de  la  parabole,  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  ox.  Gomme  la  dérivée  seconde  est 
positive,  AMj  et  AMo  sont  des  minima  de  la  distance  AM. 
Mais  cette  distance  AM  possède  encore  évidemment  un 
maximum  ou  un  mininiLim  ;  c'est  la  distance  AO  du  point 
A  au  sommet  0,  laquelle  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
suivant  que  le  point  A  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
parabole.  Or  la  règle  du  n°  209  laisse  échapper  cette  solu- 
tion, puisque  la  dérivée  ne  s'annule  pas  pour  x  =  o. 

,  218.  Il  est  aisé  de  trouver  la  raison  de  la  singularité 
dont  nous  venons  d'indiquer  deux  exemples. 

La  définition  du  n°  207  et  les  raisonnements  qui  ont 
conduit  à  la  règle  209  supposent  que,  si  ç>(a)  est  un  maxi- 
mum, la  différence  o[y.-\-h)  —  ç(a)  est  négative,  quel  que 
soit  le  signe  de  la  quantité  très  petite  h.  Or  l'accroissement  h 
a  un  signe  déterminé  pour  x  =■  a,  puisque  a  est  une  limite 
inférieure  ou  supérieure  de  la  variable  x.  Les  raisonnements 
fondés  sur  ce  que  le  signe  de  h  est  arbitraire  ne  subsistent 
donc  plus. 

210.  La  singularité  dont  il  s'agit  ne  saurait  se  présenter 
si,  au  lieu  de  l'abscisse  x  du  point  M,  on  choisit  une 
variable  u  susceptible  de  prendre  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, car  alors  la  théorie  exposée  aux  n°'  209,  210,  'Jll, 
est  applicable.  En  posant  x^i]j[u)  et  désignant  par  V  la 
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fonction  ç(.z')  dont  on  cherche  les  maxima  et  les  minima, 
on  a 

^  =  ^'{uc).'V  hi),  (13) 

du      _  '  '  . 

clY 
et  la  présence  du  facteur  <li'  (u)  montre  que  -j-  peut  s'annuler 

sans  que  (^' (x)  s'annule. 

Dans  le  premier  exemple  du  n°  217,  si  l'on  pose 

X  ^=  R  CCS  M, 

on  a 

oi'  [jc)  =  —  2a,         y  (m)  =  —  R  sin  it, 


et  par  suite 


-7-  =  zan  smu. 

du 


En  égalant  cette  dérivée  à  zéro,  on  obtient  les  valeui'S 
if  =z  0,  il  =  cj,  qui  répondent  respectivement  au  minimum 
et  au  maximum  de  AM. 

Dans  le  second  exemple  (cas  de  la  parabole),  si  l'on  pose 

a.-  =:  '^pu-, 

on  a 

cp'  [X,  —  2  (.r  —  «  -f  p),         y  [uj  =  Apte, 

et  par  suite 

—  =:  8p  {x  —  a-^p)  H. 

Eu  égalant  cette  dérivée  à  zéro,   on  obtient  les   valeurs 

X  ^  a  —  p,         u  =  o, 

relatives  aux  maxima  et  aux  minima  de  la  distance  AM. 

Les  considérations  et  les  exemples  qui  précèdent  suffisent 
pour  montrer  la  nécessité  de  tenir  compte,  dans  les  ques- 
tions de  maximum  et  de  minimum,  du  choix  do  la  variable 
indépendante. 

CXhr.VL    INFINITÉSIMAL.  15 
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Cas  d'une  fonction  explicite 
de  m  variables  liées  par  m  —  1  équations 


220.  On  peut,  sans  altérer  la  généralité  de  la  méthode, 
prendre  m  =  3.  Le  problème  est  donc  le  suivant  :  trouver 
les  maxima  et  les  minima  de  la  fonction 

V^/^Ky,  ^i,  (14) 

les  variables  .x,  y,  s,  étant  astreintes  à  vérifier  les   condi- 
tions 

Tk  (•37,  y,  ^)  =  o,  (15) 

A  (^1  y^  ^)  =  o-  (*6) 

Les  deux  équations  de  condition  (15)  et  (16)  définissent 
y  et  s  en  fonction  de  x,  de  sorte  que  V  est  une  fonction 
composée  de  la  seule  variable  indépendante  x^  dont  il  faut 
égaler  la  dérivée  à  zéro. 

On  obtient  ainsi  la  relation 


^i^^i?î£^^o,  (17) 

^x       ^y  dœ        ^z  dx  ^     ' 

à  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  suivantes 

^i^<^_i_^^==o,  (18) 

'^x        ^y  dx       'bx  dx  ^ 

.V.  _f.  'ii  ^  +  Ih  *i  =  0,  (19) 
ex         cy  dx        oz  dx 

qui  résultent  de  la  différentiation  des  équations  de  condi- 
tions.  L'élimination  -f-  et  de  V"   entre  les  trois  équations 
dx             dx 
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17),  (18)  et  (19),  donnera  la  relation 


^r 

¥ 

¥ 

^-/; 

^y 

:)z 

¥, 

¥. 

^n 

:^x 

^y 

:^z 

^ 

•^A 

^l2 

:}x 

^y 

cV 

=  o. 


(20) 


qni,  conjointement  avec  (15)  et  (16),  fera  connaître  les  valeurs 
de  x^  y,  z,  propres  à  rendre  V  maximum  ou  minimum. 

"2,2,1.  La  résolution  des  équations  (15),  (16),  (20),  est 
souvent  facilitée  par  l'adjonction  de  deux  nouvelles  incon- 
nues X^  et  Aq?  et  par  suite  de  deux  nouvelles  équations.  Voici 
comment  : 

Soit  (.2?,  y,  z)  une  solution  des  systèmes  (15),  (16),  (20), 
Le  déterminant  (20)  ne  cliange  pas  lorsqu'on  ajoute  aux  élé- 
ments de  la  première  ligne  ceux  de  la  seconde  ligne  multi- 
pliés par  Aj  et  ceux  de  la  troisième  par  Ao.  Dès  lors,  si  on 
détermine  a^  et  a.^,  par  les  équations  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  deux  des  éléments  de  la  première  ligne  du 
déterminant  A  ainsi  transformé,  la  condition  A  =  o  entraînera 
l'annulation  du  troisième  élément  de  cette  ligne,  et  l'on 
aura  trois  équations 


0//  '   01/  -  oy 

cY        '^r,         ^v, 

ÔZ  ^    dZ  OZ 


(21) 
(22) 
(23) 


qui,  conjointement  avec  (15)  et  (16),  détermineront  les  cinq 
inconnues  a?,  ?/,  z,  Xj  et  "At. 

Les  relations  (21),  (22),  (23),  sont  faciles  à  retenir  :  il 
suflit  de  remarquer  que  leurs  premiers  membres  sont  les 
dérivées  partielles  par  rapport  à  r,  y,  z,  de  l'expression 


t  {x.  .y,  ^)  +  >mA  '-^^  y.  -)  +  \l\  (•^'  y-  ^)'      (2^) 
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dans  laquelle  a,  et  a.,  ^ont  regardées  comme  des  constantes. 
Pour  établir  la  distinction  entre  les  maxima  et  les  minima, 
il  faudrait  avoir  recours  au  signe  de  la  dérivée  seconde.  Le 
calcul  de  cette  dérivée  n'offre  pas  de  difficulté  théorique, 
mais  il  est  parfois  pénible  ;  on  s'en  dispense  le  plus  commu- 
nément, car  la  nature  de  la  question  permet,  en  général,  de 
reconnaître  a  prio)n  s'il  s'agit  d'un  maximum  ou  d'un  mini- 
mum. 

2,22.  Nous  allons  appliquer  la  théorie  précédente  à  la 
recherche  des  axes  de  la  section  de  l'ellipsoïde 

$  +  ^  +  $-^  =  0,  (25) 

par  lin  plan 

a^  -h  Pi/  -f-  Y^  =  0,  (26)  ■ 

passant  par  rorigine,  c'est-à-dire  par  le  centre. 

Les  longueurs  des  axes  en  question  sont  le  maximum  et 
le  minimum  de  la  distance  qui  sépare  le  centre  d'un  point 
quelconque  de  la  surface.  Il  s'agit  donc  de  trouver  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de  la  fonction 

v  =  x'  +  y^-^r^\  (27) 

les  variables  x,  ?/,  2,  devant  satisfaire  aux  deux  équations 
de  conditions  (25)  et  (26). 

A  cet  effet  formons,  conformément  aux  prescriptions  du 
n°  221,  l'expression 

.^2  _|_  y2  _!_  ^.2  _^  X,  (^  -f-  "l^  + 1^  -  l)  +  2X2  ("'  +  P^y  +  T^),  (28) 

et  égalons  ses  dérivées  partielles  à  zéro.  Nous  aurons  les 
équations 

oc^\~-\-\^  =  o,  (29) 

2/+>,|^4-Â2P-o,  (30) 

^4-)m  J-|-^2Y  =  o,     ■  (31) 
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qui,  conjointement  avec  (25)  et  (26),  déterminent  les  multi- 
plicateurs Ai,  Ao,  ainsi  que  les  coordonnées  a:,  y,  :;,  d'un 
sommet  quelconque  de  la  section. 

Pour  olDtenir  les  longueurs  des  axes,  il  faudra  éliminer 
X,  y,  2,  Aj,  Ao,  entre  les  équations  (25),  (26),  (27)  et  (29), 
(30),  (31).  On  y  parvient  aisément  comme  il  suit  : 

D'abord,  en  ajoutant  les  trois  dernières  équations  respec- 
tivement multipliées  par  x,  y,  z,  et  ayant  égard  aux  trois 
premières,  on  a  Aj  =  —  t'.  Puis,  en  portant  cette  valeur  de  Xj 
dans  (29),  (30),  (31),  résolvant  par  rapport  à  x,  y,  z,  et  enfin 
substituant  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  la  relation  (26), 
on  obtient  l'équation  en  v 


^!^  +  ^  +  ^£!l  ^  0,  (32) 


qui  donne  les  carrés   des  longueurs   des  deux  axes  de   la 
section. 


Maxtiiia  et  iniiiiina  des  fonctions 
de    plusieurs    variables  indépendantes 


'Ji2i'S.  On  dit  qu'une  fonction  s  (a?,  y,  ...)  de  n  variables 
est  maximum  pour  les  valeurs  «,  h,  ...  attribuées  respecti- 
vement à  x,  y,  ...,  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  s 
assez  petit  pour  que  la  différence  <s  [x^  y,  ...)  —  tp  (a,  6,  ...) 
soit  négative  pour  toutes  les  valeurs  de,  x —  «,  y —  h^  ... 
comprises  entre  —  s  et  H-  s. 

Il  y  a  minimum  lorsque  la  diiférence  ci-dessus  est  positive 
dans  les  mômes  conditions. 

Nous  supposerons,  dans  la  suite  de  ce  chapitre,  que  la  fonc- 
tion cp  (.r,  //,  ...)  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  dont 
on  aura  besoin  soient  continues.  Les  cas  de  discontinuité 
ne  comportent  pas  de  solution  générale  ;  ils  devront  être 
étudiés  à  part  dans  chaque  question. 
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Posons 

x  =  a^a.t,         ij  =  h-\-[U,         ...,  (33) 

d'où 

<,{x,y,  ...)=o[a-{-oLt,  h  +  ^t,  ...)==  F  (0,     ^  (34) 

et  par  suite 

F'(0  =  ae>;(a^,  y,  ...)  +  P9'(.i-,  y,  ...)  +  ...,       (35) 
F''(0 -a2cp^,.(a.,y, . .  0+P'?;/y(^.y .  •  •  0  4- •  •  •  +  2aP9^y  (^^^^^ 

Gela  posé,  si  s  (a?,  y,  ...)  est  maximum  ou  minimum  pour 
X  ^  a^  y  =  b,  ...,  F(^)  sera  maximum  ou  minimum  pour 
^  ^  o.  Donc,  d'après  la  théorie  des  maxima  et  minima 
relative  aux  fonctions  d'une  seule  variable,  on  doit  avoir 
F'  (o)  =  0,  c'est-à-dire 

.     acpi  (a,  h,  ...)  4-  ^'^l[a,  b,  ...)  =  o, 

relation  qui,  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  a,  (3,  ..., 
se  décompose  en  les  suivantes 

cp^(«,  &,...)  =  o,         cp;  («,  i,  ...)  =  0  ...  (37) 

On  voit  de  la  sorte  que  les  systè7nes  de  valeurs  projires  à 
rendre  ç  (a:,  y,  ..,)  maximum  ou  minimum  ne  doivent  être 
cherchés  que  parmi  ceux  qui  annulent  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  de  (six^y,  ...). 

(«,  ô,  ...),  étant  un  tel  système,  il  y  aura  maximum  ou 
minimum,  suivant  que  la  dérivée  seconde  F'  (o)  sera  néga- 
tive ou  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  (3,  ...,  ditl'érentes 
de  zéro.  Or,  d'après  la  formule  (4),  F"(o)  a  pour  expression 

oc^çi^  (a,  h,  ...)  -f-  li^cp;^  (a,  ^  ...)  -I-  ...  +  2ap^^,,  [a,  h,  ...)  +  ... 

C'est  une  fonction  entière  et  homogène  du  second  degré  des 
variables  a,  (S,  ...  que  nous  désignerons  par  V.  On  est  donc 
ramené  à  ce  problème  d'algèbre  :  trouver  les  conditions  pour 
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que  la  fonction  V  conserve  un  signe  constant,  le  signe  + 
par  exemple. 

Ordonnée  par  rapport  à  a,  la  fonction  V  prend  la  forme 

V  =  Aa^  +  2Pa  -}-  Q  ; 

elle  se  réduit  à  Aa-,  lorsque  les  autres  variables  ;3,  ...,  sont 
nulles  ;  on  doit  donc  avoir  en  premier  lieu 

A  >   G 

D'autre  part,  si  l'on  pose 

V^  =  AQ  -  P2, 
on  obtient  la  relation 

AV  =  (Aa  +  P)2-f  V,. 
L'expression  entre  parenthèses  s'annule  pour 

P 

quelles  que  soient  ;3,  ...  ;  il  faut  donc  que  Vj  soit  constam- 
ment positive. 

Ainsi  les  conditions  pour  que  V  soit  constamment  positive 
sont  que  l'on  ait  A^  o  et  que  V,  soit  constamment  positive. 

Or  V|  est,  comme  V,  une  fonction  entière  homogène  et 
du  second  degré,  mais  ne  renfermant  que  n  —  1  variables. 
En  appliquant  à  V^  le  raisonnement  sur  V,  on  voit  que  les 
conditions  pour  que  Vj  reste  positive  consistent  en  ce  qu'une 
certaine  quantité  déterminée  Aj  soit  positive  et  qu'une 
certaine  fonction  V^  entière  homogène  du  second  degré 
à  71  —  2  variables  reste  positive. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  trouvera  les  n  conditions 
nécessaires  et  suffisantes 

A  >o,        A,  >  G,        ...,        A„_^  >  G, 
pour  que  V  reste  toujours  positive. 
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£224.  Si  l'on  considère  en  particulier  le  cas  de  deux 
variables  x  et  y,  on  a 

V  =  cp,L  (a,   l>]  a^  +  2ç^^  (a,  h)  aS  +  ^"yy  (a,  ^;)  ^^ 
^       V^=-  [ç^^,(a,  h)  ^ly{a,  h)  -  (oiV(«,  b)Y]  §2. 
Les  conditions  pour  que  V  reste  positive  sont,  d'après  cela, 
Çp^x(«,  b)>  o        et      >xx(«,  ^)  ?.v.v  i«>  ''^y  —  (?^j/(«5  ^)f]  >  0, 
lesquelles  entraînent  d'ailleurs  évidemment 

cp,;^  (a,  è)  >  o. 

Pour  passer  du  maximum  au  minimum,  on  changerait  le 
sens  des  inégalités, 

225.  Nous  avons  supposé  que  les  dérivées  partielles  du 
second  ordre  de  la  fonction  çp  (x,  y,  ...)  n'étaient  pas  toutes 
nulles  simultanément  pour  x  =  a^  y  =  b,  ...\  sinon  il 
faudrait  que  les  dérivées  troisièmes  fussent  nulles  et  qu'une 
certaine  fonction  entière  homogène  du  quatrième  degré  con- 
servât un  signe  constant. 

On  continuerait  de  la  sorte  ;  mais  les  calculs  qu'exige  cette 
discussion  deviendraient  bien  vite  inextricables. 

226.  Au  lieu  de  dire  que  les  dérivées  partielles 

t)cp  <)a)  t)cD 

'èx  i)y  ^z 

s'annulent  toutes  pour  les  valeurs  a,  b,  c,  ...,  qui  rendent 
une  fonction  o(x,  y,  z,  ...)  maximum  ou  minimum,  il  équi- 
vaut évidemment  de  dire  que  la  différentielle  totale 

^  f/^'  -f-  :r-'-  dy  +  ;-'-  c/z  -4-  ... 
s'annule,  quels  que  soient  dx,  dy,  dz,  ... 
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227.  D'après  la  théorie  qui  précède,  les  valeurs  des 
variables  relatives  au  maximum  ou  au  minimum  d'une 
fonction  doivent  annuler  les  dérivées  partielles  de  cette 
fonction,  à  moins  que  ces  dérivées  soient  discontinues.  Mais 
il  peut  se  faire,  comme  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  que  les 
dérivées  partielles  d'une  fonction  cessent  d'être  déterminées 
pour  certaines  valeurs  des  variables,  et  que  ces  •  valeurs 
rendent  en  même  temps  la  fonction  maximum  ou  minimum. 

Voici  l'exemple  même  que  M.  Bertrand  a  choisi  pour 
justifier  son  assertion  : 

Trouver  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  un  point  M  dont 
la  somme  des  distances  aux  trois  sommets  soit  un  minimum. 

Soient  {x,  y),  [x^,  y,),  (.a^o,  yo),  {x-^,  ^g),  les  coordonnées 
des  points  M,  A,  B,  G,  par  rapport  à  des  ax^s  rectangulaires 
quelconques;  l'expression  à  rendre  minimum  est 


et  il  faut  égaler  à  zéro  sa  dérivée  par  rapport  à  x^  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne 


^[x-x^y'^{y-y^Y  '  \l{x—x.^f-^[y—yl)      s^[x-x^Y-Y[y-yl)       [ 

y—y^ ,   .y -.Va I  .y— .Va V     ' 


\l{x—x^Y-\-{y—y;f  '  ^{oc—x.^Y-+{y—y.^Y     ^{^—'V^^'^+iy 


■>h) 


En  désignant  par  aj,  y..,,  x^  les  inclinaisons  de  MA,  MB, 
MC,  sur  l'axe  de  x,  on  remplace  les  équations  (39)  par  les 
suivantes 

cosa,  -{-  cosag  +  ces  a3  =  0,      siiia,  -|-  sin  a.^  -j-  sin  a3  =  o,   (40) 

d'où  l'on  déduit,    en  isolant  cosa..  et  sinagct  ajoutant   la 
somme  des  carrés 

1 

COS(a,  —  a^)  =  —  gi  (41) 
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on  trouverait  pareillement 


ces  (^2  —  QC3)  =  —  ^'  COS  (7.3  —  a^)   =  —  2 

Les  angles  AMB,  BMC,  GMA,  sont  donc  tous  les  trois 
égaux  à  120°,  et  le  point  cherché  est  celui  d'où  l'on  voit, 
sous  un  angle  de  120",  chacun  des  côtés  du  triangle  ABC. 

Il  importe  de  remarquer  que  le  point  d'où  l'on  voit  cha- 
cun des  côtés  du  triangle  ABC,  sous  un  angle  de  120°,  cesse 
d'exister  lorsque  l'un  des  angles  de  ce  triangle  surpasse  120°. 
Alors  les  équations  (39)  sont  incompatibles,  quoiqu'il  résulte 
de  la  nature  de  la  question  que  le  minimum  existe  encore. 
Pour  trouver  la  solution  qui  convient  à  ce  cas,  remarquons 

que  les  dérivées  partielles  (39)  se  présentent  sous  la  forme  -' 

si  l'on  prend  pour  le  point  cherché  l'un  des  sommets  A,  B,  C, 
c'est-à-dire,  si  on  remplace,  dans  ces  dérivées,  les  coor- 
données courantes  par  celles  de  l'un  des  points  A,  B,  C. 
C'est  donc  l'un  de  ces  sommets  qui  résout  la  question;  et, 
comme  la  somme  des  distances  se  réduit  alors  à  la  somme 
de  deux  côtés  du  triangle,  le  point  cherché  sera  le  sommet 
de  l'angle  obtus. 


Généralisation  du  n°  220 

228.  Soit  ç  (x,  ?/,  z^  ...)  une  fonction  de  m  +  )i  variables 
liées  par  ?i  équations. 

/•^{os,y,z,...)  =  o,     f.,{oc,îj,z,...)=o,     ...,     f„{oo,îj,z,...),      (42) 

de  sorte  qu'il  reste  ?n  variables  indépendantes. 

Pour  rendre  la  fonction  cp  maximum    ou  minimum,   on 
devra  poser  f/a  =  o,  c'est-à-dire 

:^  dx  -\-  -^  dy  4-  '':^  dz  4-  ...  =  0,  (43) 
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puis  joindre  à  cette  équation  les  n  suivantes 
'!f-  dx  4-^.f^  chj  4-^  dz  -^  ...  =  o 


^-f^  dx  i~^4^  dy  i-P  dz  + 
^X  '     ^1/     ^     '     ^z  ' 


(44) 


-r-^  dx  -\-  -r^  dll  -\-  --^  dz    -\~    ...    =0 
^X  '      t)y      -^      '      ^C^  ' 

qui  résultent  de  la  différentiation  du  système  (42) . 

Après  avoir  éliminé  n  différentielles,  d.x^  dy ^  dz^  ..., 
entre  les  [n -\- \)  relations  (43)  et  (44),  on  égalera  à  zéro 
les  coefficients  des  m  différentielles  restées  arbitraires,  et 
l'on  obtiendra  de  la  sorte  m  équations,  qui,  jointes  aux  n 
équations  (42),  détermineront  les  systèmes  de  valeurs  de  x, 
y,  s,  ,,.,  propres  à  rendre  la  fonction  cp  maximum  ou  mini- 
mum. 

Pour  exécuter  avec  élégance  l'élimination  dont  nous 
venons  de  parler,  nous  ajouterons  à  l'équation  (43)  les  équa- 
tions (44),  respectivement  multipliées  par  les  facteurs  indé- 
terminés A^,  Ao,  Aj,  ...,  A„,  que  l'on  choisira  de  manière  à 
faire  disparaître  n  différentielles;  mais,  comme  on  devra 
ensuite,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  l'alinéa  précédent, 
égaler  à  zéro  les  coefficients  des  m  différentielles  restantes, 
on  voit  qu'en  définitive  les  coefficients  de  toutes  les  différen- 
tielles devront  être  égalés  à  zéro.  Les  équations  ainsi  formées 


^-4-)    ^-^^ 
:>x  +  ^^'  dx  +  • 

^  4-  X  ^  4- 
;)j  ^  '  :>z  ^  • 

.+X„|  =  o 

uZ 

sont  au  nombre  de  m  +  //.  En  leur  adjoignant  les  n  rela- 
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tions  (42),  on  aura  m  -\-  2?i  équations  pour  déterminer  les 
m  -\-  2n  quantités,  X^,  ...,  a„,  et  x,  ?/,  z,  ... 

De  là  résulte  la  règle  suivante  :  Pour  obtenir  les  maxima 
et  les  minima  dune  fonction  s  de  m  -\-  n  variables^  liées 
entre  elles  par  n  relations  f^  ^  Oj,  ...,  /,j  =  o,  on  annulera 
les  dérivées  partielles^  par  rapport  aux  m  -\-  n  variables^  de 
la  fonction 

?    +   ^m/*!    +    ''2/2   +•••+■    >v/«, 

oiï  l'on  regardera  Aj,  Ao,  ...,  a„,  comme  des  constantes.  On 
obtiendra  de  la  sorte  m  -f-  n  l'quations,  qui,  jointes  aux  n 
éqiiations  de  liaison  /',  i^  0, /<,  =  o,  ...,  f\^  =  o,  donneront 
les  quantités  A[,  ...,  a„,  ainsi  que  les  rcdeurs  des  m  -\-  n 
variables,  x.  y,  z,  ...,  correspondent  aux  maxima  ou  minima 
de  cp. 

^I!29.  Supposons,  pour  prendre  un  exemple,  qu'il  s'agisse 
de  trouver  le  minimum  de  la  fonction 

^^x^^y^-\-z\  '     (45) 

les  trois  variables  x,  y,  z,  étant  liées  par  la  relation 

ax  -f-  hy  -\-  cz  ^=.  h,  (46) 

011  «,  ô,  c,  k  sont  des  constantes  données. 

D'après  la  règle  du  numéro  précédent,  on  est  conduit  à 
égaler  à  zéro  les  dilTérentielles  partielles  par  rapport  àx,  y,  z, 
de  l'expression 

^'  +  y'  +  -2^  +  2X  [ax  4-  hy  -f  c^  —  /%j. 

On  obtient  de  la  sorte  les  trois  équations 

X  -\-  a\-=^  Q,         y  -{-  bl  =  o,         z  -\-  c'a  =  o,  (47) 

qui,   conjointement  avec  (46),  détermineront  ./■,  y,  z,  après 
qu'on  aura  éliminé  a. 
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Oïl  déduit  des  équations  (47)  les  égalités 

z  _  y z av  -\-  hij  -\-  cz k , 


C  ~     «2^/;2_|_^.2  ^2   _|_    è-'-fc 


2  ' 


d'oià  résultent,  pour  les  valeurs  de  x,  ij,  z  relatives  au  mini- 
mum de  ©, 

ah  hk  ek  ,.„, 

^ — ■  „2  I  A2  i  ^2"     y 


et,  par  suite,  pour  la  valeur  minimum  de  9, 


ai]ii  4-  ^>2/.2  ^  c2/,2 Ifl 

{0}  H-  62  +  02)=^       ~  «2  +    è--^  +  C^' 

D'ailleurs  l'interprétation  géométrique  montre  immédia- 
tement qu'il  s'agit  ici  d'un  minimum;  s  représente  en  etYet 
le  carré  de  la  distance  de  l'origine  à  un  point  (.y,  y,  z)  du 
plan  ax  -[-  hy  -^  cz  =^  k. 


iVIaxinia  et  iniiiiiiia  des   fonctions  implicites 


230.   Soit  y  une  fonction  liée  à  une  variable  ./•  par  une 
équation 

r{x,  y)  =  o  (49) 

non  résolue  par  rapporl  à  y.  Pour  trouver  les  maxima  et  les 
minima  de  ?/,  on  dilTérentiera  l'équation  (49),  ce  qui  donne 
la  relation 

V  +  sf"  ■'/  =  "^  (^0) 

t'x        vy 

laquelle  se  réduit  à 

ï,  =  0'  (SI) 
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pour  les  valeurs  de  x  qui  rendent?/ maximum  ou  minimum. 

On  cherchera  donc  les  divers  couples  (X|,  y^),  (jr^,  y^, 
(a?3,  ^g),  ...  de  solutions  communes  aux  équations  (49) 
et  (51),  et  c'est  parmi  les  termes  de  la  suite  x^^  x^,  x^,  ... 
que  se  trouveront  les  valeurs  de  x  relatives  aux  maxima  et 
aux  minima  de  y. 

Pour  reconnaître  si  une  solution  des  équations  (49)  et 
(51)  répond  véritablement  à  un  maximum  ou  à  un  mini- 
mum, il  faut  considérer  la  dérivée  seconde.  En  difîérentiant 
l'équation  (50),  on  obtient  la  relation 

laquelle,  par  l'introduction  de  la  condition  ?/'=  o,  se  réduit  à 
d'où 

11  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant  que  la  solution 
considérée  rendra  le  second  membre  de  (53)  négatif  ou 
positif. 

Si  -T^  est  nul,  il  faut  recourir  aux  dérivées  d  ordre  supé- 
rieur. 

Considérons,  comme  exemple,  la  fonction  implicite  y 
définie  par  l'équation 

f(x,  y)  ^  x''  -\-  y''  —  \xy  =  o.  (54) 

On  a  ici 

^=4(a-=-y),       |=4(!/'-^).       g  =  12»,-^   (53) 
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Le  système  formé  par  réqiiaiion  (54)  et  par  l'équation 
x^  —  z/  =  o  ont  pour  solutions  communes  x  ==  =b  ^3, 
y  =^  ±  \/27  ;  d'ailleurs  la  dérivée  seconde,  c'est-à-dire  le 
second  membre  de  la  relation  (53),  est  négative  pour  a:  =  +  \/3 
et  positive  pour  x  =^  —  yS  ;  il  y  a  donc  maximum  dans  le 
premier  cas  et  minimum  dans  le  second. 

231 .  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  m  -\- 1  variables 
liées  par  m  relations,  par  exemple  quatre  variables  x^  y,  z^u^ 
liées  par  trois  équations 

Tk  (^1  y^  z,u)  =  o     1 

A  (>»'  y,  z,  u)  =  o     \\  (56) 

/■g  [x,  y,  z,u)  =  Q     \     ' 

X  étant  choisie  pour  variable  indépendante,  y,  z  et  u  seront 
des  fonctions  de  x.  Considérons  l'une  quelconque  de  ces  fonc- 
tions, a  par  exemple.  Pour  trouver  les  valeurs  de  x  qui 
répondent  aux  maxima  ou  aux  minima  de  ii^  on  ditférentie 
les  relations  (56),  en  traitant  y^  z^  z<  comme  des  fonctions  de  x 
et  tenant  compte  de  la  condition 


du  

dx 


ce  qui  donne 


^x        ^y  dx        ^z  dx  i 

'^x         ^y  dx        ^z  dx  l'  \ 

^s  4_  ^3  £^    ,    ¥_?  ^  =  (3 
^x    '     ^y  dx        'dz  dx  j 

On   élimine  -7^5  —^   et    l'on   obtient  une  équation  qui,  de 

concert  avec  les  relations  (56),  détermine  x,  y,  z,  u. 

En     différentiant    de    nouveau    les    relations     (56),     on 

obtiendra -T-T,  ;  on  y  substituera  les  valeurs  trouvées  pour  .r, 
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y,  z,  u,  et,  suivant  que  le  résultat  obtenu  sera  positif  ou 
négatif,  ii  sera  un  maximum  ou  un  minimum. 

Observons  d'ailleurs  que  l'élimination  de -j^  et  de  -r-  pourra 

se  faire  par  la  méthode  des  multiplicateurs .  A  cet  effel,  on 
ajoutera  les  équations  (57)  multipliées  respectivement  par  1,  a 
et  [j.,  et  on  choisira  les  multiplicateurs  a  et  ;j,,  de  telle  sorte  que 

dans  le  résultat  les  coefficients  de  -y-  et  de  -r  soient  nuls. 

(Ix  dx 

1232.  Considérons  enlin  le  cas  cVune  fonction   implicite 
de  plusieu?'s  variables  indépendantes. 
Soient,  par  exemple,  trois  relations 

^  [x,  y,  z,u,v)^o     j 

fï{oc,y,  z,u,v)  =0     |,  (58) 

/•.,(j;,  y,  s,  M,  u)  =  G     I 

entre  deux  variables  indépendantes,  ./-,  ?/,  et  trois  fonctions, 
z,  «,  V  de  ces  variables;   il   s'agit  de  trouver   les   raaxiraa 
ou  minima  de  l'une  de  ces  fonctions,  de  v  par  exemple. 
On  doit  avoir 

ùx  oy 

et  par  suite  la  différentielle  totale  de  r,  c'est-à-dire 

^^  +  ^y^' 

doit  être  nulle. 

En   différentiant  les  équations  (58)  et   ayant   égard  à  la 
condition  dv  =  o,  on  aura  les  relations 

^idx^^^  dy  4-  ^  dz  J^^du  =  o     1 

dx  ày      '  dz  du  I 

^j:2dx  +  ^dy-{-^-{^dz-{-^^du  =  o      ,     (59) 

^^dx-^^^dr/  +  ^^dz+^-f'-du  =  o 
dx  dy  dz  du        ■  j 
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dans  lesquelles  dx^  dy  sont  constantes,  tandis  que  dz  et  du 
sont  les  différentielles  totales  de  u  et  de  i',  considérées  comme 
des  fonctions  à'x  et  d'y. 

L'élimination  de  dz  et  de  du  entre  les  équations  (59) 
donnera  une  relation  de  la  forme 

Y*dx  -j-  Ç)dy  :=  o, 

qui,  puisque  dx  et  dy  sont  indépendantes  entre  elles,  se 
décompose  dans  les  deux  suivantes 

P  =  G,        Q  =  G.  (60) 

Les  équations  (58)  et  (60)  donneront  les  valeurs  demandées 
de  x^  ?/,  2,  u^  V. 

Pour  la  distinction  entre  le  maximum  et  le  minimum,  il 
faudra  avoir  recours  au  signe  de  la  différentielle  totale  du 
second  ordre  d~v. 


Méthode  de  Fermât 


233.  Nous  ne  saurions  clore  ce  chapitre  sans  faire 
connaître  brièvement  la  première  méthode  générale,  pour 
la  recherche  des  maxima  et  des  minima.  Cette  méthode,  due 
à  Fermât,  est  fondée  sur  l'observation  suivante  : 

Quand  une  fonction  continue  'jj[x)  passe  par  un  maximum 
ou  un  minimum,  elle  prend,  un  peu  avant  et  un  peu  après  cet 
état  critique,  les  mômes  valeurs  avec  ou  sans  symétrie.  La 
considération  de  la  courbe  représentée  par  réquationy  =  (p  [x] 
rend  intuitif  ce  principe,  d'où  découle  la  règle  suivante  : 

Pour  chercher  dans  quelles  circonstances  une  grandeur 
variable  devient  maximum  ou  minimum^  on  exprimera  que 
cette  grandeur^  considérée  dans  deux  états  infiniment  voisins, 
a  la,  même  valeur.  L'égalité  qui  en  résulte,  prise  à  la  limite 
on  les  deux  états  se  confondent,  fera  connaître  une  propriété 
caractéristique  du  maximum  ou  du  minimum. 

Cotte  règle  a  son  importance  propre,  à  côté  de  la  théorie 

CAI-CIL    IN-FINITKSIMAL.  16 
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analytique  (n°-'209  et  211),  qu'elle  remplace  parfois  avec 
avantage,  surtout  dans  les  questions  géométriques.  Voici 
quelques  exemples  : 

1°  Etant  données  deux  droites  Ox  et  Oy,  et  deux  points  A 
et  B  sur  0^,  trouver  le  point  M  de  0?/,  tel  que  F  angle  AMB 
soit  maximum. 

Soit  M'  un  point  de  Oy  infiniment  voisin  du  point  cher- 
ché M.  L'égalité  des  angles  AMB,  AM'B,  exige  que  le  qua- 
drilatère ABM'M  soit  inscriptible.  A  la  limite,  quand  M'  se 
confond  avec  M,  la  droite  Oy  devient  tangente  au  cercle  ABM  ; 
la  recherche  du  point  M  revient  donc  à  trouver  le  point  de 
contact  d'un  cercle  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B, 
et  tangent  à  une  droite  donnée  0?/;  en  d'autres  termes, 
la  distance  OM  est  moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OB. 

On  reconnaît  en  effet,  a  posteriori,  que  tout  point  de  Oy, 
autre  que  le  point  de  contact  M,  étant  hors  du  cercle,  est 
le  sommet  d'un  angle  moindre  que  AMB. 

2°  Par  un  point  A,  pris  dans  le  plan  d^un  angle  yox, 
mener  une  sécante  ABC,  telle  que  le  produit  AB .  AG  soit 
minimum. 

Soit  ABC  une  sécante  infiniment  voisine  de  la  sécante 
cherchée  ;  le  quadrilatère  BB'CC  est  inscriptible,  puisqu'on 
a  AB .  iVC  =  AB' .  AC.  A  la  limite,  le  cercle  qui  passe  par 
les  quatre  sommets  devient  tangent  en  B  et  C  aux  côtés  de 
l'angle  yox;  la  corde  de  contact  BG  doit  donc  être  perpendi- 
culaire sur  la  bissectrice  de  l'angle  i/ox. 


CHAPITRE  XIV 

SÉRIES  DE  FONCTIONS.  —  SÉRIES  ENTIÈRES 


Notions  pi'éliiiiinaires 

-i34.  Ce  chapitre  a  pour  objet  l'étude  des  séries  dont  les 
termes  sont  des  fonctions  d'une  même  variable. 

Mais,  pour  ne  pas  entraver  l'exposition  de  cette  théorie, 
nous  allons  d'abord  dire  quelques  mots  sur  la  notion  d'm- 
tégrale  dr finie. 

Reportons-nous  au  n"  3  et  considérons  le  trapèze  aÂM[7., 
qui  est  compris  entre  un  arc  AB  de  la  courbe  //  =  f  [x),  l'axe 
des  .2:  et  les  ordoimées  ocA,  |j.M,,  correspondant  aux  abscisses 
Xq  et  X;  nous  avons  démontré  que  l'aire  de  ce  trapèze  est  la 
limite  de  la  somme 

(^^  —  •'•0)  Vo  +  ('^-"2  —  ^"1)  ^i  +  •••  (^-   ^'[>.-\)l/[i.-i^   (l) 
lorsque,  x,^  el  X  restant  fixes,  chacun  des  intervalles 

t<Mul  vers  zéro. 

On  rcpiésenlc  celle  limile  de  sonnne  par  la  notalion 

f'fixjdx,  (2, 

•''0 

que    Ton    nomme  soinine  île  r^  à  X,  ou  iidrtjralc  définie  de 
la  (lillércn  liell(>  f  (x)dx. 
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Si,  .2q  restant  constant,  X  est  variable,  l'intégrale  (2j  devient 
une  fonction  de  X,  qui  (n"  4)  a  pour  dérivée  /(X),  c'est-à- 
dire  est  une  fonction  primitive  de  /'(X). 

Or,  si  ç  (X)  désigne  une  fonction  primitive  quelconque  de 
(X),  9  (X)  —  9  (j-q)  sera   celle   des  fonctions  primitives  de 
(X),  qui  s'annule  pour  X  =^  x^,  et  comme  l'expression  (2) 
représente  cette  même  primitive,  on  a  la  formule 

f}{x)d.r^^[X)~o[x,),  (3-) 


qui  est  fondamentale. 

Observons  enfin  que  la  lettre  x,  qui  figure  au  premier 
membre  de  la  formule  précédente,  peut  être  remplacée  par 
toute  autre  lettre. 


Convergence  uniforme 
1235.  Considérons  une  série 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  déterminées  d'une  variable 
X,  et  supposons  que  cette  série  soit  convergente,  lorsque  x 
prend  une  valeur  quelconque  comprise  dans  un  intervalle 
[a,  b),  fini  ou  infini.  Il  résulte  de  la  définition  même  de  la 
convergence  que  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  N  tel 
que,  pour  n  ^  N,  on  ait 

I  R«(«^)  I  <  £, 

£  étant  une  quantité  arbitraire  donnée  à  l'avance,  et  R„  (x) 
désignant  le  reste 

correspondant  au  rang  n. 
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Le  nombre  N  dépend  en  général  de  s  et  de  la  valeur  x 

-  choisie  dans  l'intervalle  («,  h).  Lorsque  N  ne  dépend  que 

de  £,  c'est-à-dire  est  le  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

comprises  dans  l'intervalle  («,  6),  on  dit  que  la  série   est 

uniformément  convergente  dans  cet  intervalle. 

Les  séries  uniformément  convergentes  sont  particulière- 
ment intéressantes.  Voici  pourquoi  : 

Si  la  série  (4)  est  uniformément  convergente  dans  un  inter- 
valle (rt,  6),  la  somme 

Sn  =  ?^,  (.i-)  -\~  u.-^[x)  -\-  . . .  -\-  t«N  [oc] 

représente  la  fonction  f[x)  définie  par  la  série  avec  une 
approximation  dont  la  limite  supérieure  s  est  la  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  appartenant  à  Tintervalle  («,  h)  ;  on 
peut  donc,  par  l'étude  de  la  somme  S^,  reconnaître  aisé- 
ment, du  moins  avec  une  certaine  approximation,  la  marche 
de  f\x). 

Les  choses  vont  moins  simplement  lorsque  la  série  (4)  est 
convergente  dans  l'intervalle  («,  h)  sans  l'être  uniformément. 
Pour  avoir  alors /(a:)  avec  une  même  approximation,  il  faut, 
suivant  les  cas,  c'est-à-dire  suivant  la  valeur  de  x^  em- 
ployer un  nombre  de  termes  tantôt  assez  petit,  tantôt  fort 
considérable. 

236.  Il  est  en  général  difficile  de  reconnaître  si  une  série 
donnée  est  ou  non  uniformément  convergente;  car,  ce  n'est 
que  dans  des  cas  exceptionnels  que  l'on' peut  trouver  soit 
l'expression  de  R,;  [x],  soit  une  limite  supérieure  de  la  valeur 
absolue  de  ce  reste. 

Toutefois  la  remarque  suivante  permet  souvent  de  décider 
la  question. 

Une  série  à  termes  variables  est  uniformément  convergente 
clans  un  intervalle  donnée  si  ses  termes  sont  moindres  en 
vcdeur  absolue  que  les  termes  correspondants  et  une  série  à  termes 
positifs  convergente  et  numérique,  c'est-à-dire  dont  les  termes 
ne  renferment  pas  la  variable  x.  En  effet,  en  désignant  par 


24t)  CHAPITRE    XIV 

R„  el  p„  les  restes  correspondants  des  deux  séries,  on  a 

I  R/i  I  <  p«- 

Mais,  puisque  la  série  de  comparaison  est  numérique  el  con- 
vergente, on  peut,  e  étant  donné,  déterminer  un  nombre  N 
indépendant  de  x,  de  façon  que  l'on  ait  p„  <<  e  et  a  fortiori, 

\K\<  s. 

—37.  Voici  des  applications  de  cette  règle  : 
1°  Soit  la  série 

y.^  B\n^^^x,         7.^  siii  p.,./',  ...,  (5) 

où  [iii,  (ioi  ...,  désignent  des  quantités  quelconques,  tandis 
que  «j,  aç),  ...,  sont  des  quantités  positives  formant  une  série 
convergente.  La  série  (5)  est  uniformément  convergente  dans 
un  intervalle  quelconque,  car  ses  termes  sont  respectivement 
inférieurs  (ou  égaux)  en  valeur  absolue  aux  termes  corres- 
pondants de  la  série  a^,  a.,,  ... 

2°  Considérons  la  série  exponentielle 

X-  x^ 

Elle  est  uniformément  convergente  dans  tout  intervalle  fini  ; 
car,  si  l'on  désigne  par  X  la  plus  grande  des  valeurs  absolues 
que  peut  prendre  la  variable  x,  les  termes  de  la  série  (2) 
sont  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  série  conver- 
gente 

X  X2  X3 

1,  -75 


1  1.2  1.2.3        ,     ■■■ 

Mais   la  série  (6)   n'est   pas    uniformément   convergente 
dans  l'intervalle   ( —  00  ,  -|-  co  ).  En  effet,  si  x  est  >  0,  on 

a  R,,  >-  - — -\  et  quelque  valeur  que  l'on  fixe  pour  n, 

la  quantité  - — prend,  lorsque  j:  croît,  des  valeurs  aussi 
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grandes  qu'on  veut  et  par  suite  peut  surpasser  toute  valeu  r 
donnée  z. 


Propriétés  des  séries  uniforinéineiit  convergentes 

238.  Si  les  termes  d'une  série  ^^^,  w.,,  •..,  so)il  des  fonc- 
tions continues  dune  variable  x  dans  un  intervalle  [a^  b),  et 
si  la  série  est  uniformément  convergente  dans  le  même  inter- 
valle^ la  somme  de  la  série  est  une  fonction  f{x)  continue  dans 
r  intervalle  («,  b). 

En  effet,  écrivons 

/•(a;)   =  M^    +  «2  -f-  ...   +  Mn  +  R«- 

Par  hypothèse,  on  peut  choisir  n  assez  grand  pour  qu'on 
ait 

I  H„  1  <  s, 

X  étant  quelconque  dans  l'intervalle  («,  b)  et  s  étant  une 
quantité  assignée  à  l'avance  et  aussi  petite  qu'on  voudra. 

On  aura  dès  lors,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et 
de  x'  dans  l'intervalle  considéré, 

/-(^')_;(^)=:(w|+M.H-...+0-(M,4-M,  +  ...  +  ?i„)-f-R,l-R.       (7) 

«t 

Mais  la  fonction  u^  -\-  u.,--\-  . . .  -\-  u„,  somme  d'un  nombre 
limité  de  termes  continus,  est  continue  ;  donc  on  peut 
prendre  x'  assez  rapproché  de  x  pour  que  la  différence  des 
parenthèses  qui  figurent  au  second  membre  de  (7)  soit 
moindre  en  valeur  absolue  que  s;  on  a  donc,  pour  x'  assez 
voisin  de  j;, 

r{x)  -  ri-v)  <  3s, 

ce  qui  prouve  la  continuité  de  f[x). 
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239.  a  et  (3  étant  deux  nombres  compris  dans  l'intervalle 
(«,  ô),  on  a  évidemment 

I  f(x)  dx  ^  l  u^dx  -\-  1  u^dx  -f-  •••  -f-  /  Ui^dx  -\-  I  R,i{x)  dx. 


Mais,  n  étant  déterminé  comme  dans  l'alinéa  précédent, 
et  £j  désignant  un  nombre  aussi  petit  qu'on  veut,  on  a 


/V, 


'x)  do: 


<e,{p.-a) 


Donc  la  série 


I    u^dx  -\-  \   u^dx  -\-  ... 


est  convergente  et  a  pour  somme  /     f{x)  dx. 

^  a. 

Ainsi  0)1  aura  rintégrale  de  la  série  en  intégrant  chaque 
terme  entre  les  deux  mêmes  limites  et  faisant  la  somme  des 
intégrales  obtenues  de  la  sorte. 

240.  La  règle  relative  à  la  dérivation  de  f  [x)  est  moins 
simple.  En  supposant  que  les  fonctions  zq,  z^^,  ...,  Un-,  •••, 
aient  des  dérivées  continues,  la  série  de  ces  dérivées 

aUj^        au^    .  .    au,,  .q, 

-^^^  +-+^+-'  ^^^ 

n'étant  pas  nécessairement  convergente,  ne  saurait  toujours 
représenter  là  dérivée  de  f{x).  Mais,  si  la  série  (8)  des  déri- 
vées est  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  («,  6), 
on  peut  affirmer  que  celte  série  (8)  représente,  dans  cet  inter- 
valle, la  dérivée  de  la  fonction  f{x). 

En  effet,  posons,  en  supposant  la  série  (4)  uniformément 
convergente, 

,    ,        du,    ,    du.^    ,  ,    du,,    , 

^(^)=-^  +  ^  +  -  +  ^  +  -' 
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on  aura,  en  intégrant  (n°  239)  entre  les  limites  a  et  x^  et 
désignant  par  X,j  la  valeur  que  prend  Un[x)  pour  a:  =  a 

/X 
cp(^)  dx  —  [u^  —■  >.,)'+  (-^2  —  À^)  -f-  ...  +  ^?f„  —  X„)  -)-  ... 

a 

Mais,  puisque  les  séries  zq,  z^oi  •■i  ^<„7  ••■  <it  Xj,  Ac,,  ...,  a„,  ... 
sont  absolument  convergentes,  on  peut  remplacer  le  deuxième 
membre  par 

(W^    +  W2  +    ...   +   Un   +   •••)  —    (À,    +   ?-2  +  •••    -f-  Xr   +   .-.) 

^/■(^)-(X,+X, +  ...  +  }.,  +  ...), 

d'où  ç  (a;)  ^f'[x)^  puisque  les  a  sont  des  constantes. 

Séries  entières.   —  Théorèmes  d'Abel 

241.  Les  séries  de  fonctions  les  plus  importantes   son 
les  séries  entières^  c'est-à-dire  les  séries  de  la  forme 

où  3c  désigne  une  variable  quelconque  et  Uq^  k^,  h^,  ..-iifn,  •••■, 
des  coeflicients  constants.  Nous  désignerons  par  «q,  «j,  «.,> 
,..,  «„,  ...,  les  modules,  c'est-à-dire  les  valeurs  absolues  de 
ces  coefficients. 

Abel  a  donné,  relativement  aux  séries  entières,  deux  pro- 
positions qui  jouent,   en  analyse,  un  rôle  très  important. 

Voici  le  premier  théorème  d'Abel  : 

Si  pour  une  valeur  de  la  variable  x^  dont  le  module  est  /, 
les  modules  des  termes  d'une  série  entière  (9)  sont  inférieurs 
à  un  nombre  positif  et  fini  M,  la  série  sera  convergente  pour 
toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  moindre  que  r  . 

En  effet,  attribuons  à  x  une  valeur  dont  le  module  r  soit 
moindre  que  r',  et  multiplions  respectivement  par  les 
nombres 
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les  termes  de  la  série  convergente  (progression  indéfiniment 
décroissante) 


Gomme,  par  hypothèse,  les  nombres  (10)  sont  tous  infé- 
rieurs à  M,  nous  obtiendrons  de  la  sorte  (n"  140)  une  nou- 
velle série  convergente 

or,  cette  série  n'est  autre  que  la  série  (9),  dans  laquelle  on 
remplace  chaquî  terme  par  sa  valeur  absolue.  Donc  la  série 
(8)  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x  dont 
le  module  r  est  inférieur  à  r. 

242.  L'hypothèse  qui  figure  dans  la  proposition  précé- 
dente consiste  en  ce  que  les  nombres  (10)  sont  tous  infé- 
rieurs à  un  nombre  M  fini  et  positif,  c'est-à-dire  en  ce  que 
l'on  a  pour  cette  valeur  de  n 

a^^  <  M  ; 

or  cette  hypothèse  est  toujours  réalisée,  si  la  série  (9)  est 
convergente,  puisque  a,/"  est  la  valeur  absolue  du  terme 
général  et  que  dans  toute  série  convergente  le  terme  géné- 
ral tend  vers  zéro. 

Nous  pouvons  donc  donner,  du  théorème  précédent,  le 
nouvel  énoncé  : 

Si  une  série  entière  (9)  est  convergente  "pour  une  valeur 
de  X  ayant  jjour  module  p,  elle  est  convergente  pour  toute 
valeur  de  x  ayant  un  module  inférieur  dp. 

243.  Il  résulte  de  là  que  si  une  série  entière  (9)  est  dive?-- 
gente  pour  une  valeur  Xy  de  la  variable  x^  elle  est  divergente 
pour  toute  valeur  x.j  ayant  tin  module  supérieur  à  celui  de  x,^.. 

En  effet,  si  la  série  était  convergente   pour  x  =  x.,,  elle- 
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serait  (n"  242)  convergente  pour  la  valeur  x  =  x^,  dont  le 
module  est  inférieur  à  x.^. 

-i44.  Imaginons  qu'on  fasse  varier  x  de  telle  sorte  que 
son  module  p  aille  en  croissant  et  que  les  modules  corres- 
pondants des  divers  termes  de  la  série  restent  finis.  Les 
valeurs  de  p  ont  en  général  une  limite  L,  et  alors  (n°  241)  la 
série  (9)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  ayant  un 
module  inférieur  à  L.  On  donne  à  ce  nombre  positif  L  le  nom 
de  rayon  de  convergence. 

Ce  rayon  peut  d'ailleurs  être  nul  ou  infini  ;  dans  le  premier 
cas,  la  série  n'est  jamais  convergente;  dans  le  second  cas. 
la  série  n'est  jamais  divergente. 

La  série 

1  +  1  +  1  +  ...+^  +  -  (11) 

offre  un  exemple  du  cas  oii  le  rayon  de  convergence  L  n'est 
ni  nul  ni  infini  ;  car  le  terme  général  tend  vers  zéro  ou  vers 
l'infini,  suivant  que  la  valeur  absolue  de  x  est  inférieure  ou 
supérieure  à  1.  Le  rayon  de  convergence  L  est  ici  égal  à 
l'unité.  La  série  est  d'ailleurs  convergente  pour  jr  =  —  1  et 
divergente  pour  x  =^  \. 
La  série 


a  son  rayon  de  convergence  infini  ;  elle  converge  pour  toutes 
les  valeurs  de  x. 
Enfin  la  série 

1  +  57  -)-  4a;-  +  ...  -|-  n'^x"  -\-  ... 

a  son  rayon  de  convergence  nul;  elle  diverge  pour  toute 
valeur  de  x  (autre  que  zéro). 

—  45.  Abel  a  donné,  sur  les  séries  entières,  un  second, 
théorème  plus  complet  que  le  premier  : 
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Si  une  série  entière  (9)  est  convergente  pour  une  valeur  X 
de  la  variable  x^  elle  est  uniformément  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  satisfaisant  aux  inégalités. 

—  1  <  — ^  1. 

X 

La  démonstration  est  fondée  sur  le  lemme  suivant  : 
Soient  n  quantités  quelconques,  w^,  «o?  •••i  '^^n-,  et  n  mul- 
tiplicateurs positifs  £],  £05  •••7  -n»  tels  que  chacun  d'eux  soit 
au  plus  égal  au  précédent. 

Si  Ton  désigne  par  s  l'expression 

£,,M,    -[-    ^2^*2+   •••    ^"'^'M  (13) 

et  par  .9  et  S  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  sommes 

on  aura 

e,s^S^£,S.  (14) 

En  effet,  on  peut  écrire 

■?f|    ^  5^,  ^2  =  ^2  5|,  ...,  U,i  =::  S,;  •S/!  — 41  . 

et  par  suite 

S  =   e,S,    -f   £2(52  —  5,)   +   ...    -|-    Zn[Sn   —  ««-))' 
OU 

s    =    (s,   —   £2)  s,    +    (£2  —   £3)   .îo   +    ■••    +   ^n^n- 

Or,  par  hypothèse,  les  coefficients  de  5|,  59,  ...,  s^,  sont 
positifs  ou  nuls.  Si  donc,  à  la  place  de  5^,  5o,  ,..,  5„,  on  met 
successivement  s  ou  S,  on  aura  d'abord  une  limite  infé- 
rieure £|5,  puis  une  limite  supérieure  e^S  de  S,  ce  qui 
démontre  les  inégalités  (14). 

Ce  lemme  établi,  arrivons  au  théorème  d'Abel. 

La  série 

a,  +  a,X  -^.  «3X2  -f  ...  -f  fl,X«  -h  ...  (15) 
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étant  supposée  convergente  d'après  l'énoncé,  on  pourra 
prendre  n  assez  grand  pour  que  chacune  des  sommes 

«„X«  +  a,,  +  ,X"  +  '  +  a„^oX"^^ 

soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  e. 

Le  nombre  n  étant  ainsi  détei'miné,  attribuons,  dans  la 
série  (9),  à  la  variable  une  valeur  x  comprise  entre  zéro 
et  X  et  pouvant  d'ailleurs  être  égale  à  l'une  ou  l'autre  de  ces 
limites;  la  somme  S  des  termes  qui,  dans  la  série  (9), 
suivent  le  yr%  peut  s'écrire 

«„X"(^^j    +a„  +  .,X"-^'  (^^j        +  ...  +  a„+^X"+/>(^^j 

les  quantités 

(XY  fXx"'  +  ^  /X\"+P 

( xj  '       [x)     '-Ix. 

étant  toutes  positives  et  telles  que  chacune  d'elles  est  infé- 
rieure ou  égale  à  la  précédente. 
Dès  lors,  en  vertu  du  lemme,  la  somme  S  est  en  valeur 

absolue,  inférieure  à  e  (  ^  1   i  et  a  fortiori  à  e.  Donc,  il  existe 

un  nombre  n,  valable  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  o  et  X  inclusivement,  et  tel  que  le  reste  R„  [x)  de  la 
série  (9)  soit  en  valeur  absolue  inférieur  à  s;  ce  qui  prouve 
le  second  théorème  d'Abel. 

2416.  En  combinant  ce  théorème  avec  la  proposition  du 
n"  238,  on  voit  que,  si  une  série  entière  (9)  est  convergente 
pour  une  valeur  X  de  la  variable  x^  la  somme  de  la  série 
est  une  fonction  ©  (.2;)  continue  dans  l'intervalle  (o,  X),  y  com- 
pris les  limites  de  cet  intervalle.  Si  donc  j:  tend  vers  X  par  des 
valeurs  inférieures  en  valeur  absolue  à  |  X  |  ,  la  limite  de 
oix]  est  s  'X). 
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Par  exemple,  soit  l'égalité 


X  X,        ,     X 


T~T+  ^  +  ...  =  iog(i  +^), 


qui  a  été  établie  (n°  159)  pour  x  compris  entre  zéro  et  un 

1       1 

la  série  convergente  1  —  5  +  ô'  •••  ^  P^^^i"  somme  log  2. 


Application  au  tléveloppemciit  de  (1  -]- 


247.  Nous  avons  vu,  au  n°  157,  que,  pour  toute  valeur 
comprise  entre  —  1  et  +  1,  (1  +  r)"'  est  la  somme  de  la 
série 

\A^mx^      ^     ^^    \/;^  +  ...-f ^     .2  ...n '^'^''  +  •••(16) 

Si  X  tend  vers  1,  (1  +  .r)'"  tend  vers  2'".  Par  suite,  d'après 
le  n°  246,  pour  x  =  1,  la  série  (16)  représentera  2'",  quand 
elle  sera  convergente.  On  est  donc  conduit  à  chercher  dans 
quel  cas  cette  série  est  convergente. 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  a  pour  expression 


m  —  n  ~\-  \        m  4-  1 


si  donc  on  a  »i  +  1  ^  0,  les  termes  ne  sauraient  décroître 
indéfiniment,  et  la  série  est  divergente. 

Supposons,  d'après  cela,  m  >>  —  l.  Pour  n  assez  grand, 
la  valeur  absolue  du  rapport  (17)  sera 


m  +  1 

1 ; 


et  nous  aui-ons  une  série  alternée  dans  laquelle  le  rapport 
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d'un  terme  au  précédent  est  <  1  en  valeur  absolue  ;  en  sorte 
que,  pour  prouver  la  convergence,  il  suffira  de  faire  voir 
que  le  terme  général  tend  vers  zéro. 

A  cet  effet,   considérons  simultanément  la  série 

U  (, ,  U  ^  ,  . . . ,  Uni  •••■> 

formée  par  les  valeurs  absolues  des  divers  termes  et  la 
série 

V  V       '  V 

dont  le  terme  eénéral  V„  = :•  Nous  aurons,    par  la  for- 

mule  de  Maclaurin  bornée  au  secoad  terme, 

Y£±i_/'|    I  ir"""''--1  _m+\,{m-\-i){m-^^2)  1  /        6^-(^"+3) 


c'est-à-dire 


et  par  suite 


V  ■    M 

V  '    ~~     U        ' 

V    "'  Ti    ' 


puisque  R  est  évidemment  positif. 
On  déduit  de  là  sans  difticulté 

Il         <r   V         ^-  • 


or,  si  laissant  n  fixe,  on  fait  croître yj  indéfiniment,  V,,^.,,  tend 
vers  zéro.  Donc,  en  vertu  de  l'inégalité  précédente,  U„  +  /,  tend 
aussi  vers  zéro. 

Ainsi  la  série  (16)  est  convergente  et  représente  2'",  quand 
i/i  est  supérieur  à  —  1. 

On  démontrerait,  par  un  raisonnement  analogue,  que  la 
série  (!())  converge  pour  x  =  —  1,  quand  i/t  est  positif; 
sa  somme  est  alors  égale  à  zéro. 
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Intégration  et  différentîation   des  séries  entières 

^48.  Soit  L  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière 

f  ix)  ^=  Uf^  -{-  a^x  Ar  ci.^x^  -f-  ...  -(-  a^x'^  +'•••        (18) 

Dans  tout  intervalle  (a,  (3)  compris  entre  ( —  L,  L),  a  et  3 
étant  distincts  de  —  L  et  de  L,  la  série  est  uniformément 
convergente,  et  le  théorème  du  n°  239  est  applicable.  En 
particulier,  si  l'on  choisit  pour  (a,  i3)  Tintervalle  (o,  x)^ 
X  étant  inférieur  à  L  en  valeur  absolue,  on  a  la  formule 

fr[x)  =  a,x  +  ^  +  ...  +7^  +  -       (19) 

0 

249.  Considérons  maintenant  la  série 

a,  4-  "ia-^x  +  ...  +  nanX"-^  +  ...  (20) 

formée  par  les  dérivées  des  termes  de  la  série  entière  (18). 
Soit  X  un  nombre  dont  le  module  est  compris  entre  |  x  j 
et  L,   L  étant  le   rayon   de  convergence  de  la   série    (18). 
Supposons  en  outre  X  de  même  signe  que  x^  la  série 


X 


2  /  V.  \  «  -  I 


1  +  My     +My      +-+Mv  +•••     (21) 


x;  '     vx;   '  '■■  '    vx 

est  convergente,  puisque  le  rapport  d'un  terme   au   précé- 

dent  a  pour  limite  ^^  qui  est  moindre  que  1. 

D'ailleurs  cette  série  (21)  a  tous  ses  termes  positifs,  et  si 
on  les  multiplie  respectivement  par  les  nombres 

fl^,         a^X,         «3X2  ...,  «„X'^-',  ...  (25) 

on  tombe  sur  la  série  (20)  ;   donc,  pour  prouver  la  couver- 
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gence  de  cette  série  (20),  il  suffit  de  montrer  que  les 
multiplicateurs  (22)  restent  finis.  Or,  cela  résulte  immédia- 
tement de  ce  que  «„X"~^  est  le  produit  du  nombre  fixe  :^ 

par  rt„X„,  qui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente. 

La  série  (20)  est  donc  absolument  convergeDte  dans  l'in- 
tervalle ( —  L,  L),  et,  par  suite,  uniformément  convergente 
clans  tout  intervalle  (a,  3)  compris  dans  le  précédent  (a  et  3 
étant  distincts  de  —  L  et  de  L). 

Donc  (n°  240)  la  série  (18)  représente  la  dérivée /'(ar). 

Ainsi,  une  série  entière  définit^  dans  V intervalle  ( —  L,  L). 
L  étant  le  rayon  de  convergence,  une  fonction,  continue  et 
aijant  pour  dérivée  la  série  formée  par  les  dérivées  de  ses 
divers  termes. 

-i50.  Il  importe  de  remarquer  que,  le  rayon  de  conver- 
gence L,  de  la  série  donnée,  est  aussi  le  rayon  de  conver- 
gence des  séries  qu'on  en  déduit  par  intégration  ou  par 
diiïérentiation.  En  effet,  soit  Lj  le  rayon  de  convergence  de 
la  série  intégrale  ;  Lj  ne  peut  être  inférieur  à  L,  d'après  ce 
qui  précède,  et  si  Lj  était  >  L,  la  série  donnée,  qui  résul- 
terait par  dérivation  de  cette  série  intégrale,  serait  conver- 
gente dans  un  intervalle  (—-  L,,  L,)  plus  étendu  que  son 
intervalle  ( —  L,  L)  de  convergence. 


Séi'ies  de  puissances 
de  deii.v  variahles  indépendantes 


làTii.  Les  séries  examinées  jusqLi"4  présent  délinissaicnt 
(les  fonctions  d'une  seule  variable.  11  est  aussi  facile  d'obte- 
nir des  fonctions  définies  par  des  séries  contenant  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  variables.  Nous  n'examinerons 
que  celles  qui  sont  ordonnées  par  rapport  aux  puissances 
asîrondantes  de  deux  variables,  et  nous  ne  démontrerons,  à 
liMîr  sujet,  que  deux  tliéorèmes. 
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2o8 

252.  Soit 
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S  =  ^a^^xHj^ 


une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x 
et  de  //  ;  soit  encore,  en  désignant  les  modules  par  des  grandes 
lettres 

S,  =2AapX«YP 

la  série  des  modules.  Nous  allons  prouver  que  la  première 
est  convergente,  si  la  seconde  l'est. 

Remarquons  d'abord  que,  si  la  seconde  série  est  conver- 
gente, le  terme  général  devra  tendre  vers  zéro.  Supposons 
qu'il  en  soit  ainsi  pour  un  système  de  valeurs  X=Xj, 
Y  =  Yj,  non  nulles  des  variables,  et  soit  r  la  plus  petite  des 
deux  quantités  Xj,  Y,.  Le  terme  général  devant  tendre  vers 
zéro,  on  aura  a  fortiori 

lim  Aaf:ir«)-i^  =  o, 

pour  a  ^=  00  ,  [i  =  00  .  Il  existera  donc  un  nombre  M  tel  que 
l'on  ait  pour  tous  les  termes 

Gela  posé,  nous  allons  montrer  que  non  seulement  la  série  S, 

,      ,.  ,  .    ;)S  :^s  ^3S        ,, 

mais  encore  les   diverses  séries— -? — '  r-^'  ...,  obtenues  en 

^X    ()y    ?^:' 

prenant  les  dérivées  de  chaque  terme  de  S  sont  conver- 
gentes pour  les  valeurs  de  x  et  de  y,  dont  les  modules  sont 
inférieurs  ou  égaux  à  une  quantité  quelconque  p  inférieure 

a  r.  Considérons,  par  exemple,  — - 

oX 

I^e  module  d'une  somme  étant  au  plus  égal  à  la  somme 
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des  modales,  on  aura 


^SocA.[,X-<YP<^^pp-P-. 


Cette  dernière  série  est  le  produit  des  deux  séries  conver- 
gentes 

MS  -£—  et        S  ^«  ; 


elle  est  donc  elle-même  convergente. 


Théorème  du  chaiiç|enient  de  variables 

-ii53.  Supposons  que,  dans  la  série  précédente  S,  on 
remplace  x  et  y  par  de  nouvelles  variables  ainsi  définies 

y  =  ScyS^^Tv^  ; 
supposons  ces  deux  dernières  séries  convergentes  pour 

1  w  I  ^  X,  \v\^\\ 

supposons  enfin 

^00  =  0.  Coo  =  G. 

Nous  allons  démontrer  que  la  fonction  S,  exprimée  au 
moyen  des  nouvelles  variables,  sera  donnée  par  une  série 

S  =  Sr/ySuTyS^ 

qui  est  convergente  tant  que  \i  et  v  restent  inférieurs  à  un 
nombre  donné  non  nul. 

Tout  le  tbéorème  consiste  en  ce  que  l'on  peut  intervertir, 
après  substitution,  l'ordre  des  termes,  et  l'on  sait  que  c'est 
possible  dans  les   séries  absolument,  convergentes.    Consi- 
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dirons  donc  la  série  des  valeurs  absolues 

SAap  [SB,gUTV5]a  [vC^,gUTVS]fi. 


:23) 


Par  hypothèse,  il  existe  des  nombres.  M,  N,  P,  tels  que 
l'on  ait 

M 

N 


P 

^'TS  <  XT  +  S' 


On  a  donc 


vB,6UT\-  <  N  2  yTTâ- 


<N 


ZCvfiUn'S  <  P 


[('-m'-i)"l 


-^)('-! 


Supposons  que,  y.  étant  un  nombre  donné  inférieur  à  a, 
on  ait 

U  <  [j-,         V  <  [x; 


[es  inégalités  précédentes  entraînent 
SB^,8Uns  < 

SC^^sUtYS  <  P 


"[R}-} 
-] 


Déterminons  maintenant  [x,  de  manière- que  les  seconds 
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membres  soient  inférieurs  à  r,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


V-  ^ 


^<''[i-\/pTT.} 

Choisissons  pour  \x  la  plus  grande  des  valeurs  satisfaisant 
à  ces  deux  inégalités  ;  nous  pourrons  affirmer  que  les  deux 
séries  SB^sUtYS  et  SGysUTV^  prennent  des  valeurs  Sj  et  S^ 
inférieures  à  r.  La  série  (23)  sera  inférieure  à 


MS 


r  /  V  r 


ce  qui  assure  la  convergence  absolue  de  la  série 

et,  par  conséquent,  démontre  le  théorème. 

125^.  Au  lieu  d'une  série,  supposons  que  S  soit  un  des 
polynômes  x  -\-  y,  x  —  y,  xij.  La  démonstration  précédente 
s'applique.  L'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  de 
séries  qui  sont  convergentes,  tant  que  les  variables  restent 
inférieures  à  un  nombre  donné,  conduisent  à  des  séries  de 
même  nature. 


CHAPITRE  XY 

FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE 


Définitioiis  relatives  aux  expressions  iiiiac| inaires 

2i55. 11  n'a  été  question,  dans  les  chapitres  précédents,  que 
des  fonctions  réelles  de  variables  réelles.  11  s'agit  maintenant 
d'étendre  notre  analyse  au  cas  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire. 

Mais  il  importe  de  rappeler  d'abord  les  propriétés  fonda- 
mentales concernant  les  quantités  imaginaires,  c'est-à-dire 
les  quantités  de  la  forme 

a  -\-  bi, 

a  et  h  désignant  des  nombres   positifs  ou  négatifs,  et  i  le 

symbole  sj  —  1. 

On  peut  toujours  trouver  un  nombre  positif/'  et  un  angle  a, 
tels  qu'on  ait 

a  -{-  bi  =  r(cosa  +  i  sina).  (i) 

11  suffit,  en  effet,  de  prendre 

r  =  -f-  \Ja^  -f  b-' 


et 


COSa=: i  Sma=   , 

+  s/a^  +  62  -\-  si  a''  -f  h^ 
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Le  nombre  positif  r  est  dit  le  module^  et  l'angle  a  est  dit 
Xargument  de  la  quantité  imaginaire  a  -\-  hi. 

Des  formules  précédentes  résultent  aisément  les  résultats 
suivants  : 

1°  Le  module  /-  est  parfaitement  déterminé,  tandis  que 
l'argument  a  admet  une  infinité  de  valeurs  formant  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  2- ; 

2"  Pour  qu'une  quantité  imaginaire  soit  nulle,  il  faut  et 
il  suffit  que  son  module  soit  nul. 

3°  Pour  que  deux  expressions  imaginaires  soient  égales, 
il  faut  et  il  suftitque  leurs  modules  soient  égaux  et  que  leurs 
arguments  ditfèrent  d'un  multiple  de  2îr. 

Observons  enfin  que  les  quantités  positives  ou  négatives 
peuvent  être  considérées  comme  des  expressions  imaginaires 
dont  le  module  est  égal  à  leur  valeur  absolue,  et  dont  l'argu- 
ment est  un  multiple  pair  ou  impair  de  t..  C'est  ce  qui 
explique  pourquoi  nous  avons  souvent  employé  déjà  le  mot 
module  pour  désigner  la  valeur  absolue  d'une  quantité  réelle. 


Module  d'uii  produit  ou  d'une  somme 

—56.  En  multipliant  l'une  par  l'autre  deux  expressio^is 
imaginaires 

r,  (cosa,  -f-  ^' siiix,),  r2(cosa2  -|-  ^  sinxo),        (2) 

on  obtient  sans  difficulté  l'expression  imaginaire 

r,r  Jcos  (a,  +  a^)  +  i  sin(a,  -f-  a^)],  (3) 

dont  le  module  est  égal  au  produit  des  modules  des  facteurs 
et  dont  l'argument  est  la  somme  des  arguments. 

La  proposition  s'étend  d'ailleurs  au  produit  de  ui  facteurs; 
il  faut  toujours  multiplier  les  modules  et  ajouter  les  argu- 
ments. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  les  m  facteurs  égaux  (Mitre 
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eux  et  ayant  chacun  pour  module  l'unité,  on  obtient  une 
formule  célèbre 

(ces  a  -j-  i  sinv.)'"  =  ces  ma  -|-  i  sinmoc,  (4) 

qui  a  reçu  le  nom  de  formule  de  Mowre. 

Elle  donne  immédiatement  les  valeurs  de  cosnta  et  de 
sinwia,  en  fonction  de  sina  et  de  cosa;  en  eli'et,  en  combi- 
nant par  addition  et  par  soustraction  la  relation  (4)  et  celle 
qu'on  en  déduit  en  changeant  a  en  —  a,  on  obtient 

2  ces  ma  =  (ces  a  -\-  i  sin  a)'"  -{-  (ces  a  —  i  sin  a)'"     |      ^^ 
2i  sinmx  =  (ces  a  ~\-  i  sin  a)'"  —  (cosa  —  i  sin  a)'"     j    ^  •' 

257.  Poir/'  qiriiïi  produit  de  plusieurs  facteurs  soit  nul, 
il  faut  et  il  suffit  que  ru)i  des  facteurs  soit  nul. 

Ce  théorème,  démontré  dans  les  éléments  pour  les  facteurs 
réels,  s'étend  aux  facteurs  imaginaires.  Cela  résulte  immé- 
diatement du  n°  255,  2\  et  du  n°  256. 

—58.  Deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oij  étant  tracés  dans 
un  plan,  on  représente  une  quantité  imaginaire  quelconque 
a  -\-  bi  par  le  point  M  du  plan,  ayant  a  pour  abscisse  et  b 
pour  ordonnée.  La  distance  OM  de  l'origine  0  au  point  M  est 
égale  au  module  de  l'expression  imaginaire,  et  l'angle  XOM 
est  l'argument. 

Ce  mode  de  représentation  imaginé,  par  Gauchy^,  permet 
souvent  de  simplifier  les  énoncés  et  même  les  démonstra- 
tions. 

Par  exemple,  si  A  et  B  sont  les  points  représentatifs  de 
deux  quantités  imaginaires,  on  voit  de  suite,  en  complétant 
le  parallélogramme  AOBC,  que  l'on  a 

OC  <  OA  +  AC        ou         OC  <  OA  +  OB, 

c'est-à-dire  que  le  module  de  la  somme  est  moindre  que  la 
somme  des  modules.  Ce  théorème  subsiste  quel  que  soit  le 
nombre  des  termes  de  la  somme. 

'  Gauchy  donne  au  point  représentatif  M  d'une  expression  iinaginaire  le  nom 
à'af'fixe  de  cette  expression. 
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Séries  à  termes  imacjînaîres 

25Î).  Lorsque  deux  séries  iq,  ii.,,  Uo,  ...,  l'n  ...,  et  v^, 
«,,  ...,  v„,  ...,  à  termes  réels,  sont  convergentes  et  ont 
respectivement  pour  sommes  U  et  Y,  on  dit   que  la  série 

est  convergente  et  a  pour  somme  U  +  zV. 

La  série  (6)  est  dite  au  contraire  divergente  si  les  deux 
séries  (5)  ne  convergent  pas  Fane  et  l'autre. 

11  est  à  peine  besoin  d'observer  que,  si  la  série  (6)  est  co/i- 
v/'rgente,  son  terme  général  doit  tendre  vers  zéro,  lorsque  n 
croit  indéfiniment,  puisque  u„  et  (?'„  tendent  vers  zéro. 

Une  série  (6)  est  convergente  lorsque  les  modules  de  ses 
termes  forment  une  série  convergente. 

En  elt'et,  soient  r„  le  module  et  y.,^  l'argument  du  terme 
général,  on  aura 

u„  =  r„  ces  7.„         et         v„  =  r„  sin  a„  ; 

?(„  et  Vn  sont  donc  moindres  en  valeur  absolue  que  r„,  et 
puisque  la  série  r,,  ro,  ...,  ;•„,  ...,  est  par  hypothèse  conver- 
gente, les  séries  u^,  «,,  ...,  et  i',,  r.^,  ...  sont  convergentes 
et  par  suite  aussi  la  série  ((3).  Cette  série  étant  d'ailleurs 
absolument  convergente,  on  montre,  comme,  dans  le  cas  des 
quantités  réelles,  qu'on  peut  changer  l'ordre  des  termes  sans 
altérer  ni  la  convergence  ni  la  somme. 

Enfm  le  théorème  de  Cauchy  sur  la  multiplication  de 
deux  séries  subsiste  pour  les  séries  à  termes  imaginaires. 
En  efl'et,  observons  d'abord  que  le  théorème,  ayant  été 
démontré  au  n"  144  pour  des  séries  à  termes  réels,  est  exact 
pour  l(;s  deux  séries 

<ï„,  tt^ ,  ...,  Cl,,,  ...      I  ,_, 

*0'  ^O  •••'  */M  •••  i' 

formées  par  les  modules  des  termes  des  séries  proposées  à 
termes  imaginaires  (6j. 
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Or  si  l'on  pose 

s,i  =  «0  +  "i  +  ■••  +  "«-n 
Sn  =  ^0  +  "i   4-  •••  +  ^''«-n 
<  =  «^0 -f  ?^i  +  •••  +  ^^«-n 
on  a 

s„s,[  —  <  =  ?r,u„-.,  +  ...  +  'r,,-,U|  +  ...  +  f'n~-^v„^^. 

En  prenant  alors  les  modules  des  deux  membres,  et  obser- 
vant que  le  module  d'une  somme  est  au  plus  égal  à  la  somme 
des  modules,  on  voit  que  le  module  ;j.  de  s,,s,[  —  s",  est 
égal  ou  inférieur  à 

a^b„^^  -[-  ...-{-«„_/;,  +  . . .  -[-  rt„  - , ^/, -  , , 

c'est-à-dire  à 

A„B„      C;i. 

Mais,  quand  n  croit  indéfiniment,  la  limite  de  cette  expres- 
sion est  nulle;  donc  [x  a  aussi  pour  limite  zéro;  en  d'aulres 
termes,  la  limite  de  s",  est  égale  au  produit  des  limites  de  .s'„,  s', . 
Ces  préliminaires  étant  établis,  nous  pouvons  passer  à  la 
définition  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Définition  d'une  fonction  tl'une  variable 
imaginaire 


260.  «  Lorsqu'une  fonction  ç-(s)  est  donnée  pour  toutes 
«  les  valeurs  réelles  de  la  variable  dont  elle  dépend,  elle 
«  n'acquiert  pour  cela  aucun  sens  lorsqu'on  y  remplace  z 
«  par  une  expression  imaginaire  x  +  j/i.  L'expression 
«  (^{x-\-yi)  ne  peut  donc  s'introduire  dans  les  calculs  ou  dans 
«  les  raisonnements,  sans  une  définition  précise,  qui,  pour 
«  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  y,  en  fasse  connaître 
«  la   partie  réelle    et  la  partie  imaginaire    en  permettant 
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«  d'écrire 

çp  (^  -f-  iji)  =  P  +  Qt, 

«  P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  connues  de  a:  et  de  y. 
«  Il  ne  faut  pas  croire  cependant  que  toute  expression 
«  P  H-  Q^  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  des  variables 
«  réelles  .i*  et  y,  soit  une  fonction  de  x  +  yi.  Pour  la  con- 
«  sidérer  comme  telle,  on  exige  une  condition  sans  laquelle 
<(  disparaîtrait  toute  analogie  entre  les  fonctions  imaginaires 
«  et  les  fonctions  réelles  ;  il  ne  suffit  pas  que  l'expression 
«  P  +  Q?'  soit  déterminée  lorsqu'on  se  donne  x  et  y;  il 
«  faut  encore  qu'elle  ait  une  dérivée  déterminée.  Si  l'on 
«  voulait  s'affranchir  de  cette  condition,  la  théorie  des  fonc- 
«  tions  imaginaires  serait  simplement  celle  des  fonctions 
«.  réelles  de  deux  variables,  et  leur  étude  spéciale  n'offri- 
«  rait  aucun  intérêts» 

261.  Cherchons  donc  la  condition  que  doivent  remplir 
P  et  Q  pour  que  l'expression  P  +  Qz  ait  une  dérivée 
unique.  Nous  supposons  d'ailleurs  que  P  et  Q  soient  des 
fonctions  continues  et  aient  des  dérivées  partielles  continues. 

Le  rapport 

?  {x-\-  Aa;,  y  ~\-  Ay)  —  P  [x,  y)  -\~  i  [  Q  [x  -\-  A.r,  y  +  i^y)  —  Q  (^^  .v)] 

\x  -f-  i\y 

peut  être  mis  sous  la  forme 

Lx(g  +  e)  +  ^y  (I  +  s')  +  .•  [a.  (g  + .  )  +  Ai/(|  + v)" 


(7) 


ù^x  +  i^y 


Lorsque  A.r  et  Ly  tendent  vers  zéro,  il  en  est  de  même 

de  £,  £',  r^,  y;',  et  si  l'on  désigne  par  \j.  la  limite  du  rapport 

A?/ 

-7-^'  on  aura  pour  la  limite  du  rapport  (7) 

?P  ,      ?P   ,    .  A^Q  ,      ^Q\ 

'  J.  Behthakh,  Truilc  de  Calcul  dlf/'ereitliel  et  iiilégral. 
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On  voit  que  cette  limite  dépend  de  [j,.  L'expression  P  +  Qi 
a  donc,  pour  ctiaque  valeur  de  la  variable  x  -f-  yz,  une  infi- 
nité de  dérivées  qui  diffèrent  suivant  la  manière  dont 
dx  +  idy  tend  vers  zéro.  Pour  que  la  dérivée  soit  unique, 
c'est-à-dire  pour  que  le  rapport  (8)  soit  indépendant  de  [j., 
il  faut  et  il  suffit,  d'après  un  théorème  connu  d'algèbre  élé- 
mentaire, que,  dans  (8),  le  rapport  des  quantités  qui  ne 
contiennent  pas  ;j,  soit  égal  au  rapport  des  coefficients  de  [j.  ; 
on  aura  donc  la  relation 


^   I    ^Q       ^^P    ,    ■  '^Q 


l    T- 


^oc  c»,/'         ^y  ^y 


qui  équivaut  aux  deux  suivantes 


ci.r        ^y  7)y  ^x 


(9) 


(10) 


Telles  sont  les  conditions  pour  que  P  +  Q^'  ait,  pour 
chaque  point,  c'est-à-dire  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  X  et  de  ?/,  une  dérivée  unique.  On  dit  alors  que  l'expres- 
sion P  -h  Qz'  est  une  fonction  analytique  A^  x  -\-  yi\  en 
outre  la  dérivée  est  représentée  par  l'un  quelconque  des 
deux  naembres  de  l'égalité  (9). 


Séries  entières  d'une  variable  imat/înaire 

262.  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières 
et  croissantes  d'une  variable  z  jouent  un  rôle  très  impor- 
tant en  analyse.  Nous  avons  étudié  ces  séries  (n°  241) 

«0   +   ^\^  -f  ^2^'^   +    •••    +   «"^"    +    •••  (^*) 

dans  le  cas  oii  les  coefficients  «q,  rt^,  ...,  et  la  variable  z 
sont  réels.  Nous  allons  maintenant  généraliser  les  résultats 
obtenus,  en  supposant  que  les  coefficients  a^,  «j,  ...,  et  la 
variable  z  soient  imaginaires. 
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Et  d'abord  le  premier  théorème  d'Abel  subsisle.  Voici 
son    énoncé   : 

Si  pour  une  valeur  Sg  de  z  on  «,  quel  que  soit  n, 

I  «...<^  I  <  M, 

M  étant  un  nombre  fixe,  la  série  (il)  sera  convergente  pour 
toute  valeur  de  z  ayant  un  module  moindre  que  celui  de  2q. 

La  démonstration  donnée  au  n°  245  reste  ia  même;  il  n'y 
a  qu'à  remplacer  les  mots  valeur  absolue  par  module. 

On  peut  aussi,  comme  nous  l'avons  fait  à  l'endroit  cité, 
déduire  de  l'énonce  ci-dessus  le  suivant,  qui  n'en  diffère  pas 
au  fond  : 

Si  la  se'rie  (H)  est  convergente  pour  z  --^^  Zq.,  elle  est  abso- 
lument convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  de  module 
moindre  que  |  -q  |  . 

263.  Désignons  par  R  le  plus  grand  module  de  ::  pour 
lequel  les  modules  des  termes  de  la  série  n'augmentent  pas 
indéfiniment,  et  soit  G  la  circonférence  ayant  pour  centre 
l'origine  et  pour  rayon  R. 

D'après  le  théorème  ci-dessus,  la  série  (11)  converge  pour 
toute  position  du  point  z  dans  l'intérieur  du  cercle  G.  Elle 
diverge  pour  tous  les  points  extérieurs;  car,  si  on  attribue 
à  z  une  valeur  ayant  un  module  supérieur  à  R,  les  modules 
des  termes  augmenteront  indéfiniment.  —  On  donne,  d'après 
cela,  au  cercle  G  le  nom  de  cercle  de  convergence  de  la  série. 
Il  sépare  la  région  où  la  série  converge  de  celle  0(1  la  série 
diverge. 

11  y  a  incertitude  sur  la  circonférence  G.  Toutefois  011 
peut  afiirmer  alors  qu'il  y  aura  divergence  si,  pour  le 
module  R,  les  modules  des  termes  ne  tendent  pas   vers  zéro. 

1264.  La  série  (11)  et  la  série 

a,  -f  'îa.^z  4-  -ia^z'-  +  ...-[-  na„z--'  +  ...,       (If) 

formée  par  les  dérirées  des  divers  termes  de  (11  i  ont  le  même 
cercle  de  ( oiiverqcnce. 
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En  elFet  soient  C  le  cercle  de  convergence  de  la  série  (11) 
et  R  son  rayon.  Imaginons  nn  cercle  G'  concentrique  avec  G 
et  dont  le  rayon  R',  moindre  que  R,  peut  en  différer  aussi 
peu  qu'on  veut.  Enfin  attribuons  à  z  une  valeur  dont  le  mo- 
dule /'  soit  inférieur  à  R'.  Multiplions  les  termes  de  la  série 

qui  est  évidemment  convergente,  par  les  expressions 

a,,  a.jR',  KgR'-,  ...,  a„R'"-\ 

dans  lesquelles  «j,  x,,  ...,  désignent  les  modules  de  «j,  «.,  ... 
Gomme  ces  multiplicateurs  tendent  vers  zéro  et,  par  suite, 
restent  finis,  la  série  résultante  sera  convergente  dans  le 
cercle  G'  et  sur  sa  circonférence.  Or  cette  série  est  préci- 
sément la  série  des  modules  des  termes  de  (13)  ;  donc  la 
série  (12)  est  convergente  dans  le  même  cercle  que  (11). 

ii65,  La  fonction.  f[z)  définie  par  la  série  (11)  a  une 
dérivée  pour  toute  valeur  de  z  comprise  dans  le  cercle  G  de 
convergence  de  cette  série. 

À\  s'agit  de  prouver  que,  si  le  point  z  est  intérieur  au 
cercle  G,  le  rapport  de  l'accroissement  de/(s)à  h  tend  vers 
une  limite  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  h  tend 
vers  zéro,  c'est-â-dire  quelle  que  soit  la  route  suivie  par  le 
point  z  ^  h  pour  venir  se  confondre  avec  le  point  z. 

On  a 

f{z]  =  «0  +  «,^  +  a,y-  +  ...  +  an2"  +  ..., 
f[zJrh)  =  «0  +  «.  [^  +  ^^)  -1-  «2(^~  +  l^y  -f  •■•  +««  (^  +  ^)"  +  •••' 

et  par  suite 

riz  +  h)  -  f[z)  =  a,h  -f  ...  +  aAnz'^-^h  +  ...)  +  ... 

Le  point  z  -\-  h  étant  suffisamment  voisin  du  point  ;,  la 
série  /'(:;  +  h)  sera  encore  convergente,  quand,  à  la  place 


FONCTIONS    D  UNE    VARIABLE    IMAGINAIRE  271 

de  5,  A,  rt„,  ...,  on  mettra  leurs  modules  Z,  H,  A,j,  ...  On 
pourra  alors,  dans  cette  série  à  ternies  positifs,  supprimer 
les  parenthèses  et  grouper  les  termes  de  telle  façon  qu'on 
voudra;  par  exemple,  on  pourra  écrire 

f[z^h)-rh)  =  li{a,  +  ...-^na„z--^  +  ...)  +  A'^cp  (^)  ; 

d'où  Ton  déduit,  en  divisant  par  h  et  faisant  tendre  h  vers 
zéro 

Donc  la  fonction  f  {z)  a  une  dérivée/'  [z)  que  Ton  obtient 
en  prenant  les  dérivées  des  divers  termes  de  la  série  (11). 
Cette  série  est  donc  vj\(i  fonction  analytique  de  z. 

î)éiîiiilîoii  des  l'oiictions  e%  sin^,  cos  3 

—06.  «  Les  conditions  (10)  sont  les  seules  qui  soient 
«  imposées  aux  fonctions  imaginaires,  et,  pourvu  qu'elles 
«  soient  remplies,  la  définition  reste  entièrement  arbitraire. 
«  On  conçoit  cependant  qu'une  fonction  imaginaire  ne  s'in- 
«  troduira  avantageusement  dans  les  calculs  que  lorsqu'elle 
«  sera  réellement  la  généralisation  de  la  fonction  réelle  de 
«  môme  nom,  à  laquelle  elle  se  réduit  quand  on  suppose 
u.  y  =0,  et  qu'elle  partagera  ses  propriétés  caractéristiques. 
«  Celte  analogie,  regardée  a  priori  comme  une  condition 
«  essentielle,  est  la  base  des  définitions  que  nous  allons 
«   donner  des  fonctions  les  plus  simples  '.  » 

-i67.  Les  fonctions  e',  sin;,  coss,  sont  représentées 
lorsque  z  est  réel,  par  les  séries  toujours  convergentes 

"^  =  '  +  1  +  1— 2  +  -  +  rTfb7;  +  --  ('*) 

^'""  =  f-rTT:3  +  l.a.3'.4.5--       ('3) 

cos.^l-j^  +  ,j-^i^-,_.  (16) 

'    .J.    JÎEKTlIA.Mi,    locO   Cilalo. 
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Lorsque  z  est  imaginaire,  ces  séries  sont  aussi  toujours 
convergentes;  on  les  prend  alors  pour  définition  des  fonc- 
tions e\  sin  2,  cos:;. 

1°  L'application  du  théorème  fondamental  (n°  265)  sur 
la  différentiation  des  séries  entières  donne 

dz  ^1^1.2^ 

c'est-à-dire 

d  .  e- 

-lîT  =  ^^' 
et  l'on  obtient  de  la  même  façon 


(14') 


,.„,,  d  .  'sxwz  d.cosc  .  ,,„,. 

(lo  )  ; =cos^, =  —  sin^,  16 

^      '  dz  dz 

Ainsi  les  formules  (14')  (15')  (16')  sont  les  mêmes,  que  z 
soit  réel  ou  imaginaire. 

2"  On  peut  exprimer  les  fonctions  circulaires  en  fonction 
des  exponeatielles.  En  effet,  en  changeant  dans  la  relation  (8) 
z  en  iz,  en  ayant  égard  à  (9)  et  (10),  on  obtient  la  formule 

e'"  =  cosz  -\-  i  &mz  ;  (17) 

pais,  en  la  combinant  par  addition  et  soustraction  avec  celle 
que  l'on  trouve  en  changeant  s  en  —  s,  on  a  les  formules 
demandées 


cos^  = 5  sin^  = — (18) 

2  2«  ^     ' 

3°  La  propriété  fondamentale 

e"^  .  ey  =r  e«+?/  (19) 

de  la  fonction  exponentielle  s'étend  au   cas  où  x  et  //  sont 
imaginaires. 

Lu   effet,    si    l'on  applique   aux   deux  séries  absoUmicnt 
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convergentes 

la  règle  du  n"  259,  on  voit,  pour  un  calcul  très  simple,  que  le 
produit  e"".  e"  s'exprime  par  une  série  dont  le  terme  général 
est 

[x  4-  i/Y 

1  .  2  ...  /z' 

ce  qui  justifie  la  formule  (19). 

4"  Les  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie 

sin"^^  -f-  ces- .s-  =  1,  (iO) 

CCS  (a;  -\-  y)  =:  coso:'  cost/  —  siniP  sini/,  (21) 

sin  (x  -f-  i/)  =  sina;  ces?/  -]-  cosr/;  sin_^,  (22) 

s'appliquent  aussi  lorsque  x  et  y  sont  imaginaires. 

La  première  (20)  s'obtient  immédiatement  en  multipliant 
membre  à  membre  la  relation  (17)  et  celle  qu'on  ea  déduit 
en  y  changeant  r-  en  —  ::. 

Pour  obtenir  les  relations  (21)  et  (22),  on  multipliera 
membre  à  membre  les  formules 

e'*  =  COS.»  -|-  i  sin  a;,  e'^  ^  cos</  -f-  i  sin  y, 

ce  qui  donne 

ces  (.'•  -{-  i/]  -\-  i  sin(./;  -]-  y)  ^  (ces  a?  cos/y  —  sin  a;  sin  y) 

+  (cosj;  sin?/  -f-  cos.v  sin  a?)  i, 

et  par  suite  en  changeant  x  en  —  .r  et  y  en  —  // 

ces  (a-  -\-  y)  —  i  sin  i.r  -\-  y)  =  (cos.r  cosy  —  sin  a;  sin  y) 

—  (cosa'  sin  y  -\-  cosy  sin.r)  {. 

Il  sullit    maintenant   de   combiner  ces  deux   relations,    par 
addition  et  par  soustraction,  pour  obtenir  (21)  et  (22). 
rv  Lnfin  on  peut  facilement  mettre  les  expressions 

f^jc-i  iy^         sin(,)'  -)-  iy),         eos(.''  -|-  «//), 

CALCUL    INKINIIKSIMAL.  18 
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SOUS  la  forme  P  -h  Q  s/ —  1,  j:  et  ?/  étant  supposés  réels. 
La  chose  est  immédiate  pour  la  première  expression,  car 

on  a 

Qx^iy  — -  gx  _  giy  -—  e^  [q,os  y  -\-  i  sini/). 

Considérons  maintenant  les  d  eux  autres  :  on  a 

cosfa^  -f~  y^)  ==  cosdj  cos^v^  —  &n\x  &myi, 
sin  [x  -f-  yi)  =  sin  x  ces  yi  -\-  cos  x  sin  yi  ; 

les  formules  (18)  donnent 

e'J  4-  e  '^               .              e-y  —  e^'        .  e-"  —  e-v 
cos  yi  =  -z j  sin  yi  = =  i ^ ; 


donc 


cos  (a;  -f-  iji]  =  cos.i? ^ smx ii 

.    ,                       .        ey  4-  e-y    ,             e'/  —  e-y  . 
sm  [x  -\-  yi)  ■=  sm  x -|-  cos  ,57 i. 


-i68.  Les  autres  fonctions  circulaires  directes,  s'expriaiant 
à  l'aide  du  sinus  et  du  cosinus,  sont  définies  par  ces 
expressions.  C'est  ainsi  que  la  relation 

sin^- 
tanff^  = ' 

^  coss- 

qui  a  été  démontrée  pour  :;  réel,  sert  de  définition  à  tgr, 
quand  z-  est  imaginaire. 

I^oc|ai*itIiiiies  et  ïonctioiis  circulaires  inverses 
d'une  variaï)le  iniaç/inaire 

-i69.  Lorsqu'on  a 

.-  =  e",  (23) 

on  dit  que  7i  est  le  logarithme  (népérien)  de  z,  et  l'on  écrit 

u  =  loQz  ■  (24) 
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Si  l'on  pose 

z  =  ?'{cosa  -j-  i  sina)  =  re="',  (25) 

il  est  aisé  de  mettre  log  z  sous  la  forme  p  -\-  qi. 
En  effet,  on  doit  avoir,  d'après  la  relation  (23), 

re="'=  ei'  ^ 'i'  =  eP  .  et'  \ 

d'oii  l'on  déduit 

ei>  =  r,         ^  =  a  -f  2A^T,  (26) 

k  étant  un  nombre  entier  arbitraire. 

Or  il  existe  une  seule  valeur  réelle  de  p  satisfaisant  à  la 
première  des  relations  (26)  ;  c'est  le  logarithme  népérien 
arithmétique  du  module  r\  nous  la  désignerons  par  log'r, 
et  nous  aurons 

log.-^log-'r  +  ^(-^  +  2/'7r).  (27) 

Ainsi  le  logarithme  d'une  quantité  imaginaire  z  a  une  infi- 
nité de  valeurs  qui  ont  toutes  la  même  partie  réelle  log'y, 
tandis  que  le  coefhcient  de  i  est  l'argument  a  de  z  augmenté 
ou  diminué  d'un  multiple  entier  de  2-. 

270.  On  peut  vérifier  que 

d  log^  1 

dz  z 

1271.  Enhn,  de  la  relation  e^'  .  e"  ^6"  +  ",  on  déduit  la 
propriété  fondamentale  des  logarithmes 

\0g{'Uv)  =  logM  -\-   logU. 

1272.  Les  fonctions  inverses 

arc  sin^,         arc  co^z,         arc  langer 
se  ramènent  aisément  aux  logarithmes. 
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En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  rela- 
tion 

e'-'^  =^  COS.:;;  -)-  i  sina;, 
on  obtient 

icc  =  log(cosa7  -|-  i  sin^),  (28) 

si  donc  on  pose 


sin.x*  =  z,         cos  j;  =  yl  —  -2'",         se  :=  arc  sin^, 

on  trouve 

*  

arc  sin  5-  =  -  log-^Vl  —  z'^  -\-  iz). 

Cette    formule    montre  que,  si   2   est  donné,  l'expression 


yl  —  2'  H-  iz  a  deux  valeurs,  à  cause  du  double  signe  dont 
le  radical  est  susceptible;  de  plus,  à  chacune  de  ces  deux 
acceptions,  correspondent  encore  une  infinité  de  valeurs  de 
arc  sins,  vu  l'infinité  des  valeurs  du  logarithme. 

'^73.  Si,  dans  la  formule  (28),  on  pose 


CCS  a'  :=  Z,         shi  Z  =  y^l  —  œ-,         a-  =•  arc  cos^. 


on  a 


arc  cosz  =  -  log  {z  -j-  /  y^l  —  z-) 


2,7^.  Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  nombres  de 
la  relation 


^■2,x 


ces  a?  -f-  ^'  sina; 1  -j-  ^'  tanga? 

CCS  a;  —  i  sin.i;        1  —  ï  tanga' 

on  obtient 

1   ,       I  -j-  ^  tanffa^ 

œ  =:  —  loff  : — ■ — : ^— • 

Si     ^1  —  î  tango; 

et,  en  posant 

tango;  =  z,         a)  =:  arctang^-, 
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on  trouve 

1  ,      14-12       i  .      1  —  iz 
arc  tang  .  =  -  log  j— —  =  -  log^qT"  5 

à  chaque  valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs 
du  logarithme,  et,  par  suite,  une  infinité  de  déterminations 
de  la  fonction  inverse  arc  tg  z. 

Remarquons  enfin  que,  tandis  que  les  fonctions  circulaires 
directes  s'expriment  au  moyen  des  exponentielles,  les  fonc- 
tions circulaires  inverses  s'expriment  à  l'aide  des  loga- 
rithmes. Donc,  comme  le  logarithme  est  la  fonction  inverse 
de  l'exponentielle,  on  voit  qu'on  peut  tout  ramener  aux 
exponentielles, 

ii75.  Nous  devons  encore  dire  un  mot  sur  la  définition 
de  u"  lorsque  u  et  v  sont  des  quantités  imaginaires. 

Lorsque  u  et  v  sont  réels  et  que  ii  est  positif,  on  a 
l'identité 

On  prend  cette  identité  pour  définition,  quand  u  et  v  sont 
imaginaires. 

D'après  cela,  u"  a  une  infinité  de  valeurs,  puisqu'il  en 
est  ainsi  du  logarithme.  Ces  valeurs  peuvent  ne  pas  être 
toutes  distinctes.  En  supposant  par  exemple  que  v  soit  une 

fraction  réelle  irréductible-?  on  aura 

9 

d'oii  l'on  voit  qu'il  suffit  d'attribuer  q  valeurs  entières  con- 

sécutives  à  k  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  u'^ .  Ces 
déterminations  sont  en  général  distinctes  et  ne  peuvent 
s'échanger  entre  elles  que  si  la  variable  dont  u  dépend  lui 
fait  acquérir  des  valeurs  égales,  infinies  ou  indéterminées. 


CHA.PITRE  XYI 

COURBES    PLANES 


Rappel  de  notions  élémentaires 


276.  Si  les  variables  qui  figurent  dans  une  équation 
désignent  des  grandeurs  géométriques,  cette  équation  prend, 
suivant  les  cas,  diverses  significations  dont  nous  allons  indi- 
quer les  principales,  en  nous  bornant  dans  ce  chapitre  au  cas 
de  deux  variables. 

277.  GooRDOiNNÉEs  RECTiLiGNEs.  —  Soicut  ^,  y,  Ics  coor- 
données  d'un  point  M  par  rapport  à  deux  axes  Ox,  Oy  ;  le 
lieu  des  points  donl   les  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

f{x,  y)  =  o  (1) 

est  une  courbe  plane  dont  cette  relation  est  dite  V équation 
en  coordonnées  cartésiennes  ou  reclilignes.  Par  exemple 

y  ^  mx  -\-  n 

est  l'équation  d'une  droite,  et  l'on  sait  que  m  est  le  coefficient 
angulaire  de  la  droite,  et  n  l'ordonnée  à  l'origine. 

278.  Coordonnées  polaires.  —  Soient  p  et  w  le  rayon 
vecteur  OM  et  l'angle  x(M  ;  le  lieu  des  points  dont  ces  deux 
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nouvelles  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

F(p,  a>)  =  0  (2) 

est  une  courbe  plane  dont  cette  relation  est  dite  V équation 
en  coordonnées  polaires.  Par  exemple,  l'équation 

p"-  =  a  sin  nm  (3) 

représente 

si  yî  =  1,  un  cercle  ; 

si  n  ^  —  1,  une  droite  ; 

si  7^  =  2,  une  lemniscate  ; 

si  n  =  — -2,  une  hyperbole  équilatère  ; 

si   n  =  -5  une  cardioïde  ; 

2 

si  n  =  —  -'  une  parabole. 

Les  formules  (11)  du  n°  104  permettent,  étant  connue  l'équa- 
tion d'une  courbe  en  coordonnées  cartésiennes,  d'obtenir 
l'équation  de  la  même  courbe  en  coordonnées  cartésiennes. 
Il  suffit  pour  cela  de  remplacer  dans  l'équation  donnée  .r  et  y 
par  les  expressions 

œ  =  ç>  cosw,         y  =  p  sinco.  (4) 

Inversement,    on  passera  de   l'équation  (2)   à    l'équation 
cartésienne  en  posant 


p  =  \/x-  +  2/^         i 


a-  .  y     >,  (5) 

cosw  =  ->  sinto  =  -  ^  ^ 


ii7î>.  Coordonnées  tangentielles.  —  Soient  a  et  r  les  in- 
verses des  segments  interceptés  par  une  droite  sur  les  axes  0^' 
et  Oy,  de  manière  que 

UCi'  -\-  VjJ  —    1    =   G  (6) 

soit  léquation  de  cette  droite  ;  //  et  v  pourront  être  dites  les 


h 
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coordonnées  de  cette  droite  et  toute  relation  de  la  forme 

cp(-M,   u)    =:  0  (7) 

définit  un  ensemble  de  droites  dont  les  coordonnées  vérifient 
cette  équation.  Nous  démontrerons  plus  loin  que  ces  droites 
sont  toutes  tangentes  à  une  même  courbe  (C)  ;  l'équation  (7) 
est  dite  l'équation  tangentielle  de  cette  courbe. 

Dans  des  cas  particuliers,  (G)  peut  se  réduire  à  des  points; 
ainsi  l'équation 

au  -\-  hv  —  '1  =  0  (8) 

définit  évidemment  toutes  les  droites  passant  par  le  point  M 
qui  a  pour  coordonnées  cartésiennes 

X  ^  a\,         y  ^=  b. 

L'équation  (8)  est  V équation  du  point  M 

Nous  donnerons  plus  loin  le  moyen  de  passer  de  l'équation 
cartésienne  d'une  courbe  à  son  équation  tangentielle  et 
inversement  (voir  n°  358). 

280.  Coordonnées  homogènes.  —  Il  est  souvent  commode 
de  considérer,  au  lieu  des  équations  (1)  et  (7),  des  équations 
homogènes.  Voici  comment  on  y  parvient  :  posons,  soit  dans 
l'équation  (1) 

X  Y 

soit  dans  l'équation  (7), 


u  —  ^^'         ^  —  ^Y  5 


ces  équations  deviennent 


nx,y)=  F(X,  Y,  Z)  =0, 
cp(w,  y)=^(ï)(U,  V,  W)  =  o, 
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et  on  les  nomme  respectivement  équation  cartésienne  homo- 
gène ou  équation  tangentielle  liomogène  des  courbes  corres- 
pondantes. Le  principal  avantage  de  cette  nouvelle  concep- 
tion est  d'obtenir  tous  les  points  ou  toutes  les  droites  d'un 
plan,  même  à  l'infini,  par  des  valeurs  finies  des  variables. 
La  seule  restriction  à  laquelle  sont  soumises  ces  coordonnées 
homogènes^  c'est  de  ne  pas  pouvoir  être  nulles  toutes  les 
trois  en  même  temps. 

En  coordonnées  cartésiennes  homogènes,  s  =  o  sera  une 
coordonnée  d'un  point  rejeté  à  l'infmi  dans  la  direction 

X       X 

En  coordonnées  tangentielles,  une  droite  rejetée  à  l'infini 
aura  pour  coordonnées  U  =  o,  V  =  o,  W  n'étant  pas  nulle. 

Il  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  qu'on  pourra  tou- 
jours revenir  de  l'équation  homogène  à  l'équation  ordinaire  , 
en  faisant  soit  Z  =  1,  soit  W  =  1. 

Exemple.  —  Exprimer  que  l'équation 

AU2  +  A'V^  -f-  k"W-  +  2B"UV  -f  âB'UVV  -h  2BVW  =  o, 

qui  est  celle  des  coniques,  représente  une  parabole. 

La  parabole  ayant  une  tangente  à  l'infmi,  il  suffit  d'écrire 
que  cette  équation  est  vérifiée  lorsqu'on  y  fait  U  =  o,  V  =  o  ; 
la  réponse  est  donc 

A"  =  o. 

— Î51.  Quel  que  soit  le  système  de  coordonnées  employé, 
les  deux  variables  qui  définissent  la  courbe  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre. Ainsi  l'équation  (1)  sera  remplacée  par  les  deux 
équations 

^  —  f^  (0      \  (o,\ 

y=m    i'  ^^ 

entre  lesquelles  il  suffirait  d'éliminer  t  pour  retrouver  l'équa- 
tion (1).   Il  est  évident  qu'on  peut  toujours  prendre  pour 
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paramètre  l'une  des  deux    variables  ;  on  revient   alors  au 
point  de  vue  primitif. 


Différentielle  de  l'are  de  courbe' 


2812.  Nous  reviendrons  d'abord  sur  la  notion  de  longueur 
dans  les  lignes  courbes.  Nous  n'envisagerons  que  celles 
pour  lesquelles  les  deux  coordonnées  d'un  point  s'expriment 
par  des  fonctions  d'un  même  paramètre,  qui  admettent  des 
dérivées  continues  et  non  nulles  en  même  temps,  ou  du 
moins  nous  n'envisagerons  que  les  portions  de  courbes, 
dans  lesquelles  cette  hypothèse  peut  être  faite,  c'est-à-dire 
que  nous  exclurons  les  points  singuliers. 

Soient 

ûc  =  r[t)  \ 

y  =  c&  U)     \ 

les  deux  équations  qui  définissent  la  courbe,  t^  et  Tq  les 
valeurs  du  paramètre  auxquelles  correspondent  les  points 
A  et  B  (T|^  >>  Iq).  Soient  t^,  t.-,,  /o,  ...,  4,  k  valeurs  intermé- 
diaires entre  /g  et  Tq,  et  soient  Aj,  Ag,  ...,  A,,,  les  points  cor- 
respondants; le  polygone  AA(Ao...A;,B  aura  pour  longueur 


L  =  S  v/(«/+i  —  ^/)"  +  i^i  +  i  —  y/)"i 

i  étant  un  quelconque  des  nombres  /,„  t^,  ...,  4.  Nous 
appellerons  longueur  de  Varc  AB  la  limite  de  L  lorsque  les 
côtés  du  poligone  tendent  vers  zéro.  Mais,  pour  que  cette 
définition  soit  bonne,  il  faut  démontrer  que  la  longueur 
définie  reste  la  même,  quel  que  soit  le  mode  d'interpolation 
des  valeurs  /j,  /o, ...,  4.  A  cet  effet,  intercalons  dans  chacun 
des  intervalles  précédents  de  nouveaux  points  de  division, 
et  soient 

1  Voir  la  note  de  la  page  21. 
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les  valeurs  du  paramètre  correspondant  à  l'intervalle  /,/,  +  i; 
soient 

A  '  A  '  A  ' 

les  points  correspondants,  et 


i;=s  V(^,V,  -^^i)^  +  (i//+.  -yi)^ 

la  longueur  du  polygone  A...A;A'j^...AVA;+i...B.  11  s'agit  de 
prouver  que 

lim(L'  — L)  =0. 

Or  le  théorème  des  accroissements  finis  donne 

^l'+JI    ^i  =   (.'/-J-  I  ';■)   /     \'^i)^ 

Vi+i  —  Vi  =  {ti+  I  —  t,)  9'  (t/), 

T,,  -',,  0/,   Oy,    étant   des   valeurs  du    paramètre   comprises 
entre  /,  et  /,  +  i.  On  aura  donc 

et,  comme 

(i  ^- 1 

on  pourra  aussi  écrire 

To 

Donc 

To 


=  S(^^.-^i)j^ 


Vr-(o.j  +  a,'=-'(6;)  +  vT'  (t,)  +  f^o;) 
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Mais  les  dérivées /''(^)  et  ç'(7)  ont  été  supposées  continues; 
il  en  est  de  même  de  leurs  carrés.  Donc,  d'une  part,  à  con 
dition  de  prendre  tn.^  —  /,  inférieur  à  un  nombre   s  suffi- 
samment petit,  on  pourra  rendre 

l  étant   un  nombre  donné;  d'autre  part-,  le  dénominateur 
sera  aussi  voisin  que  l'on  voudra  de  la  quantité 


et  par  suite,  supérieur  à  un  nombre  A,  plus  petit  que  le 
minimnm  de  cette  quantité,  qui  n'est  pas  nulle  par  hypothèse. 
On  aura  donc  finalement 

L'-L<s(/;,,-^;)|, 

ou 

L'-L<|(To-g. 

Donc 

lim(L'-L)  =  o. 

Cela  posé,  soit  une  autre  division  arbitraire  de  l'inter- 
valle /qTq,  et  soit  h"  le  polygone  qui  en  résulte.  Il  suffit  de 
supposer  que  L'  contient  tous  les  sommets  de  U\  pour  avoir 
aussi 

Iim(L'—  L")  =  0. 
Il  en  résulte 

lim  [h"  —  L)  =  G, 

ce  qui  est  la  proposition  annoncée. 

283.  On  peut  déduire  de  là  la  valeur  principale  de  l'arc 
infiniment  petit,  c'est-à-dire  la  diflerentielle  ch  de  l'arc  s. 
Il  suffit  pour  cela  de  réduire  le  polygone  L  à  un  côté 

AL  ==  ^[r{t  +  Ao  -f{t)f  -h  [?(^  +  Ao  -  o(^j]^    ■ 
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et  Ton  aura,  d'après  ce  qui  précède, 

^s  —  ^L  <  -r  Af, 

£    tendant   vers   zéro  avec    A/,    â.s  et   AL  ont  donc  même 
valeur   principale;   donc,    puisque   la    valeur  principale  de 

/■(^-H  M)  —  f[t)  est  /■'(/)  dt,  et  celle  de  ^{t  +  ^t)  —  5'(/), 
(p'  [t]  clt^  on  aura 


Cls   =   dl  s//"-  (0   -f   Cp'2  {t) 

En  particulier,  si  t  =  x 


ch  =1  dx 
ou 


\/'+(ë)' 


ds^  z=  dx'^  +  f/y2^  (10) 

ce  qui  s'exprime  en  disant  que   l'arc  et  la  corde  ont  même 
valeur  principale. 

1^84.  Si  la  courbe  présente  un  point  singulier  M,  soit  / 
la  valeur  du  paramètre  qui  donne  ce  point;  on  définira, 
d'après  ce  qui  précède,  la  longueur  de  l'arc  [t.  +  s,  Iq)^  et 
l'on  fera  tendre  s  vers  zéro. 

;i85.  On  appelle  courbes  rectifiables  celles  pour  lesquelles 

la  longueur  de  l'arc  et  les  coordonnées  s'expriment  par  des 

fonctions  antérieurement  connues  d'un  même  paramètre,  et 

le  problème  qui  consiste  à  rechercher  ces  fonctions  s'appelle 

rcclificafioii  de  l'arc.  Ainsi,  au  point  où  nous  sommes  arrivés 

de  cet  ouvrage,  l'ellipse  ne  ])eut  être  rectifiée  parce  qu'on  ne 

connaît   pas    de   fonction    algébrique,    trigonométrique    ou 

logarithmique,  qui  ait  pour  diiïérentielle  la  différentielle  de 

l'arc  d'ellipse 

1  .   /a''  —  c^a?'^ 
ds 


a  V      a- 


On  étudiera  dans  le  second  volume  de  l'ouvrage  de  non- 
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velles  fonctions,  grâce  auxquelles  la  rectification  de  l'ellipse 
pourra  être  opérée. 

286.  Rectification  de  la  cycloïde.  —  On  appelle  cycloïde 
la  courbe  engendrée  par  un  point  donné  d'une  circonférence 
qui  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  indéfinie  qu'on 
nomme  ô^tse.  On  voit  facilement  que  les  coordonnées  d'un 
point  M  en  fonction  de  l'angle  t  dont  aura  tourné  la  circon- 
férence sont  données  par  les  formules 

\     X  =^  ait  —  sin^), 
/     _?/=«(!  —  cos^), 

dans  lesquelles  a  désigne  le  rayon  du  cercle.  On  suppose 
les  axes  rectangulaires  et  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  base 
de  la  roulette  et  pour  origine  la  position  du  point  décrivant 
au  moment  oiî  il  est  sur  Oj'. 

On  en  déduit 

dx  z=  a[\  —  cos<)  di^ 
dy  =  a  sin  tdt. 
Donc 

ds"-  =  2^2(1  _  cos^  dl'^ 

.   .    .      -t 


ds 


4rt''  sui''-  df-^, 


"la  sin  -  dt. 

2 


J 

p 

\ 

/c 

D^ 

0 

X 

FiG.  7. 

on  a  donc  pour  l'arc,  en  intégrant, 

s  =  —  4a  ces  -  4-  C. 

2 

A  l'origine  de  l'arc  on  a 

G  ^  —  4a  -j-  C  ; 
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d'où,  en  éliminant  la  constante, 


s  =  Aa  (  1  —  ces  -  j  =  8rt  sin-  -• 


Pour  obtenir  la  longueur  d'une  des  branches  de  la  cycloïde, 
il  suffit  de  faire  /  =  2-,  ce  qui  donne 


s  =  Sft. 


Taiijieiite  et  normale  en  coortlonnées  rectilignes 


-i87.  Il  a  été  démontré  au  n°  2  que  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  une  courbe  plane  est  égal  à  la  dérivée 
de  l'ordonnée  prise  par  rapport  à  l'abscisse.  L'équation  de 
la  tangente  en  un  point  [xq,  //q)  de  la  courbe  sera  donc 


y  —  y^ 


%o 


ou 


y     .Vo ^     ^(\ 


dy^ 


CtJu(\ 


mMi.  La  normale  en  un  point,  c'est-à-dire  la  perpendicu- 
laire à  la  tangente  au  point  de  contact,  aura  pour  équation, 
si  les  coordonnées  sont  rectangulaires, 


y  —y^ 


dy^ 


\\Xj    — —    iX'rt  '  • 


ou 


[.X.  —  ./.-o)  dx,,  -^  [y  —  y^)  dy^=.  o, 
et,  si  les  axes  de  coordonnées  sont  obliques  et  font  un  angle  9 , 
[x  —  x^)  [dx^  -f-  dy^  cos  9)  +  (y  —  y^)  [dy^  -^  d.>\^  cos  6)  =  o. 
ExKRcicE.  —  Démontrer  que,  dans  la  chaînette, 

a  (  -   ,     --\ 
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la  projection  de  l'ordonnée    sur  la  normale  est  constanle. 

280.  Théorème.  —  Sur  tin  arc  de  courbe^  il  existe  en  géné- 
ral un  point  au  nioins^  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde 
de  Tare. 

Soient  en  etfet  .z,  //  =  /  [x]  et  x  +  A,  y  -^-  k  ■=  f  [x  -\-  h), 
les  coordonnées  des  extrémités  de  l'arc;  le  coefficient  angu- 
laire de  la  corde  sera 

fjcc  +  h\  —  f{x)  _  k_ 
h  ~  h' 

or  si,  le  long  de  l'arc,  on  peut  appliquer  à  la  fonction  /(•/"), 
le  théorème  des  accroissements  finis,  on  aura 

/•(^  _|_  h)  ^(^fcc)  =  hf  [x  +  0/?), 
et  par  suite  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  pourra  s'écrire 

r{x-{-bh), 

c'est-à-dire  qu'il  sera  égal  à  une  des  valeurs  que  prend,  en 
vertu  de  l'hypothèse  sur  la  continuité  de/"'(.r),  la  dérivée 
/'  [x]  entre  les  valeurs  extrêmes  f  (x)  et  f  [x  +  h). 

290.  Exemple.  —  L'équation  de  la  tangente  à  la  cycloïde 
au  point  M  s'obtient  immédiatement  en  prenant  les  valeurs 
de  dx^  di/,  trouvées  à  la  page  précédente 

/.  \  sin^       r  /  •       -, 

1/  —  «    1  —  ces t)  =  7 \x  —  ail  —  sin l,}\. 

On  voit  que  cette  droite  passe  par  le  point 

00  =  at^         y  =  2rt  ; 

c'est  le  point  P  le  plus  haut  de  la  circonférence  roulante 
qui  passe  par  le  point  M.  La  tangente  est  donc  MP.  En 
particulier  au  point  0,  la  tangente  est  Oy.  La  forme  de  la 
courbe  en  résulte  immédiatement. 
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La  normale,  qui  a  pour  équation 

\x  —  a  [l  —  sin  ^)]  [\  —  ces  t)  -\-  sin  /  [?/  —  a  (1  —  cos  /)]  =  o, 

passe  au  point  [x  =  at,  y  =  o) ,  oii  la  circonférence  touche 
Taxe  des  x. 

Autres  formes  des  équations  de  la  tangente 

20 1.  Dans  le  cas  où  la  courbe  est  donnée  par  l'équation  (1), 
le  théorème  relatif  aux  fonctions  implicites  (n"  92)  permet 
d'écrire 

dy^  f  Xf^ 

l'équation  de  la  tangente  sera  donc 

(^  -  ^o)  fx,  +  (y  -  y,) n,  =  o-  (l'i) 

celle  de  la  normale  sera 

^  —  ■J^'o  _  Il  —  .Vo 

'"fn  'i/o 

si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  ou  si  les  coordonnées 
sont  obliques, 

•'•  —  •'•..  y  -  !Ua 


/"io  -  /!y„  cos  0        Z";,^  —  /"i^  cos  6 
L'équation  (M)  peut  s'écrire 

<io  +  yfk  -  ^o^xo  -  vJli,  =  o-         (1'^) 

Introduisons  maintenant  les  coordonnées  homogènes,  et  soit 

F(X,  Y,  Z)=.o, 

l'équation  de    la  courbe   donnée.    Le  point    .r,^,   y,,,    do    la 
courbe  peut  être  considéré  comme  ayant  pour  coordonnées 

CALCUL    INFIMTÉSIMAL.  19 


290  CHAPITRE    XVI 

homogènes  une  valeur  constante  quelconque,  Zq  pour  Z,  el 
pour  ses  autres  coordonnées 

I     Yo  =2/0^0. 
de  telle  sorte  que 

et  Téquation  de  la  tangente  peut  s'écrire,  d'après  (12) 

l^p'   _i_-F'   _i^F'  liJF'   — o- 

Z^^^o+Z^^'o       Zo     ^0       Zo^^'"""     ' 

or   le   théorème   des  fonctions  homogènes,  n°  184,  nous  a 
appris   que,    en   appelant    m    le    degré     d'homogénéité    de 

F(X,  Y,  Z), 

X„F^^  +  YoF^.^^  +  ZoF;  =  mY  (X^,  ¥«,  Z,)  =  o    fl3) 

le  second  memhre  étant  nul,  parce  que  le  point  X^,  Y^,  Z^, 
est  sur  la  courbe. 
On  tire  de  là 

Y  Y 

flii  u  '     I   _Lo  p  '   _  __  F  ' 

z/-^o  +  z/^-o-     *^v 

et  l'équation  de  la  tangente  devient 

77  Fy   +  TT  Fy   -î-  F,    =0, 

OU  enfin 

XF,^  +  YF;^  +  ZF4  =  o.  (14) 

1 
iitF>2.  Exemple.  —  La  courbe  /y  =  x  tang  -  a  pour  équa- 

Z 

tion  en  coordonnées  homogènes  Y  ^  X  lang:^;  sa  tangente 

X 
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au  point  Xq,  Yq,  Zq,  aura  donc  pour  équation 

x/tang|-         ^"    Z^-^'+~V^"- 

293.  Si  l'on  exprime  que  la  droite  précédente  (14)  passe 
en  un  point  P  donné  (a,  3,  t)i  on  trouve  Féquation 

qui  exprime  que  le  point  de  contact  d'une  tangente  issue  du 
point  P  se  trouve  sur  la  courbe 

«Fx  +  m  +  T^z  =  o.  (15) 

Dans  les  cas  où  la  courbe  donnée  est  algébrique  de  degré 
?)i,  l'équation  précédente  représente  une  courbe  de  degré 
în  —  1,  qu'on  appelle  la  première  polaire  du  point  P.  Elle 
coupe  la  courbe  donnée  en  ?n(m  —  1)  poiats,  qui  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  par  P  à  la  courbe 
donnée,  d'où  ce  théorème  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  issues  cran  point  à 
une  coarhe  algébrique  de  degré  m  sont  sur  une  coitrbe 
algébrique  de  degré  m  —  1. 

Et  comme  la  coordonnée  y  de  P  peut  être  nulle,  on  voit 
que 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  une  courbe 
algébrique^  d'ordre  m ^  parallèlement  à  une  direction  donnée . 
sont  sur  une  courbe  algébrique  d'ordre  m  [m  —  1). 

294.  Dans  le  cas  particulier  où  m  ==  2,  les  dérivées  qui 
figurent  dans  l'équation  sont  aussi  du  premier  degré  ;  cette 
équation  représente  la  polaire,  ou  la  corde  de  contact  des 
tangentes  issues  de  P  à  la  conique.  Le  lecteur  vérifiera  sans 
peine  que,  dans  ce  cas,  l'équation  de  la  tangente  peut  aussi 
s'écrire 

X„F.x  +  V.,F;.  +  /,l^:  =  o.  (16) 


» 

k 
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Points     singuliers 

295.  Tout  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n"'  291  et  suivants 
suppose  essentiellement  que  la  tangente  au  point  M  de  la 
courbe  soit  unique  et  bien  déterminée.  Dans  ce  cas,  le  point 
M  est  dit  simple  ou  ordinaire.  Or  cela  ne  saurait  être  si 
l'on  a  en  même  temps 

/K.  2/o)  =  0.       f!c,{ocQ,  y^)  =  0,       /■;,-,  (a^o,  t/„)  =  G,  (17) 

ou,  en  employant  les  coordonnées  homogènes, 

Fx,(Xo,Yo,Zo)  =  o,    F;^(X„Yo,Zo)  =  o,    F^JX„,Y„Z,)  =  o.(18) 

Dans  ce  cas,  les  équations  (11)  et  (14)  deviennent  indéter- 
minées, et  le  point  M  est  dit  point  singulier. 
11  faut  alors  refaire  la  théorie. 

:i96.  Soit  donc 

Féquation  de  la  courbe,  et  supposons  que  toutes  les  dérivées 
partielles,  jusqu'à  Tordre  yj  —  1,  soient  nulles  pour  j:  =  Xq, 
y  ==  3/q,  et  que  celles  de  l'ordre  p  ne  soient  pas  toutes  nulles, 
comme  l'exprime  le  tableau  suivant 

fxl  K'  Po)  =  o,         r'^^„^  {^.  Po)  =  o.         Cl  (^0.  yo)  =  o, 

/"wi-U^O'  I/o)  ^^  o,        f  p^y    1^0'  ^o)'        •••'        A/'-iv'^O'  Vol  "^  ^' 
■*o  0      ■^0  -'o 

alors  le  point  M  (oîq,  i/q)  sera  dit  un  point  multiple  d'ordre  p. 
Cela  posé,  soit 

y  -  y^  =  x(.c  —  ^o).       ■  (17) 
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l'équation  d'une  sécante  passant  en  M.  Ses  points  de  ren- 
contre avec  la  courbe  seront  donnés  par  l'équation  précé- 
dente et  par  l'équation  (1);  en  éliminant  y,  on  aura  l'équation 
aux  abscisses 

/■[*%  ^0  +  >^(^  —  ^o)]  =  o- 

Posons 

a?  =  ^„  -)-  Zi,  h  ■=■  Ih, 

l'équation  précédente  devient 

f{^o  +  ^h  2/0  +  ^)  =  o- 

Nous  supposerons  que  la  fonction  remplit  les  conditions 
requises  pour  appliquer  le  théorème  de  Taylor,  n°  176;  en 
remarquant  que  toutes  les  dérivées,  jusqu'à  Tordre  p  exclu- 
sivement, sont  nulles,  nous  aurons 

R^  est  le  reste  de  la  série  et  est  de  degré  p  -+■  l  au  moins 
par  rapport  à  A  et  à  k.  Remettons  Xh  à  la  place  de  /t,  dans 
l'équation  précédente,  on  voit  qu'elle  donne  p  racines 
nulles  pour  h;  donc  la  droite  (17)  rencontre  la  courbe  enp 
points,  confondus  avec  le  point  M.  Après  suppression  de 
ces  p  racines  nulles,  l'équation  (18)  devient 

^[/?(*o^yo)+p>4\(^o,yo)+---4-À''/:!f(^o,yo)j+^i^;=o(i9) 

pour  que  la  sécante  devienne  tangente,  il  faut  qu'un  nouveau 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  vienne  en  M,  ou  que 
l'équation  (19)  ait  une  nouvelle  racine  nulle,  ce  qui  donne 

r-^  (^0.  Vo)  Tf  P>r!^',S^o^  ^o)  +  -  +  ^^"r^[^o^  i/o)  =  o.  (20) 
Cette  équation  en  X  est  l'équation  aux  coefficients  angulaires 
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des  p  tangentes  à  la  courbe  au  point  M,  et  l'on  aurait  l'équa- 
tion de  l'ensemble  des  p  tangentes  en  éliminant  a  entre 
cette  équation  et  l'équation  (17)  ;  mais  cette  manière  de 
parler  suppose  qu'il  y  a  etrectivement  jw  branches  de  courbe 
passant  en  M.  Nous  aurons  à  examiner  ce  point  de  plus  près; 
mais  auparavant  et  pour  n'avoir  pas  à  faire  une  double 
étude,  nous  considérerons  le  cas  particulier  oii  le  point  M 
est  rejeté  à  l'infmi. 


Théorie  des  asymptotes 

:i97.  Une  courbe  (C)  est  dite  asymptote  à  une  courbe  (G), 
si  la  plus  courte  distance  d'un  point  M  de  (G)  à  (G')  tend 
vers  zéro,  lorsque  M  s'éloigne  indéfiniment  sur  (G). 

Les  courbes  étudiées  le  plus  ordinairement  comme  asymp- 
totes sont  la  droite,  le  cercle,  la  parabole.  Nous  ne  nous 
occuperons,  dans  ce  paragraphe,  que  des  droites  asymptotes, 
d'oii  l'on  peut  d'ailleurs,  par  des  transformations  connues, 
passer  au  cercle  et  à  la  parabole.  Soit  à  déterminer  une 


FiG.  8. 


asymptote  A  de  la  courbe  (G);  par  définition,  la  distance  MP 
de  M  à  A  doit  tendre  vers  zéro  lorsque  M  s'éloigne  à  l'infini 
sur  la  courbe,  et  l'on  peut  remarquer  que  la  distance  de  M  à  la 
droite  peut  être  comptée  parallèlement  à  toute  direction  MQ, 
qui  fait  avec  A  un  angle  déterminé  non  nul.  Si  donc  on  cherche 
d'abord  les  asymptotes  parallèles  à  Oy,  on  pourra  compter 
la  distance  MQ  parallèlement  à  Ox,  et  le  problème  sera 
ramené  au  suivant  :  chercher  s'il  existe  des  quantités  finies 
a  telles  que,  x  étant  l'abscisse  du  point  M,  la  différence  x  —  a 
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tende  vers  zéro  lorsque  y  devient  infinie,  ou  encore  cher- 
cher les  valeurs  finies  de  x  qui  rendent  y  infinie.  Au  lieu 

de   rendre  y  infinie,   on  rend  -  nulle,   et   le  problème  est 

y 

ramené  à  un  problème  d'algèbre  bien  connu. 

Cherchons  maintenant  les  asymptotes  non  parallèles  à  Oy; 
la  distance  MQ  sera  prise  ici  parallèlement  à  0//;  si 

X  z=.  ex  -\-  d 

est  l'équation  de  l'asymptote  inconnue,  et  si  y  est  l'ordonnée 
de  M  correspondant  à  la  môme  abscisse  que  celledu  point  Q, 
il  faudra  déterminer  r  et  o?  par  la  condition  que  //  —  Y  ou 

y  —  ex  —  d  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  —  Dans 

les  mêmes  conditions,   l'expression — tend  vers 

zéro,  ce  qui  exige,  commet/ est  finie,  que 


lim^;  (21) 


Cette  équation  montre  que  les  coefficients  (ingulaires  des 
asymptotes  sont  les  mêmes  que  ceux  des  droites  gui  joignent 
l'origine  aux  points  M  rejetés  à  r infini. 

Le  coefficient  angulaire  c  étant  déterminé,  on  aura  d  par 
la  même  condition  que  y  —  ex  —  cl  tende  vers  zéro,  c'est- 
îi-dire  que 

d=\\m{y  —  ca)).  (22) 

121>jS.  Exemples.  —  1"  La  courbe    • 


X  -\-  a  ^ 

appelée    stropho'ùle^    admet    comme    asymptote     la    droite 
■/•  =  —  «,  parce  que  .r  =  —  a  rend  y  inlini. 
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2°  Soit  la  courbe 

3a;2  _  2a;  —  1 

y=    a^  +  i — 

Comme  asymptote  parallèle  à  Oy,  nous  trouvons  x  =  —  1  ; 

y 

pour  avoir  les  autres,  calculons  "^  : 

'6x  -  2  —  - 

y  X 

X  X  -\-  i 

Pour  j'  =  GC  ,  le  second  membre  prend  la  valeur  3,  qui  est 
donc  le  coefficient  angulaire  de  l'asymptote  non  parallèle 
à  Oj^  L'ordonnée  à  l'origine  se  trouvera  en  cherchant  la 
limite  de 

3^-^  —"ix—i  _       5^  +  1 

,    -^  X  -|-  1  X  -{-  1 

La  limite  est  — 5,  et  l'équation  de  cette  asymptote 

y  ^=1  ^X  —  5. 

3"  Considérons  enfin  la  courbe  qui  a  pour  équation 

y  =  \^x^  —  Sx-'  —  i  —  \/x-  4-  ./■  +  1 .  (24) 

La  formule  du  binôme  généralisé  (n"  157)  nous  donne 

1 

6  étant  finie  lorsque  x  est  infinie.  De  même 

v;ï+7+I=±x(i+1+A)  =  ±  .[n-|.(i  +  ,^.) +  ^. 
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Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (24)  et  simplifions. 
Il  vient  ■" 

6"  restant  finie  lorsque  x  est  infinie.  Si  x  devient  infinie  par 
valeurs  positives,  il  faut,  dans  la  parenthèse  ambiguë,  prendre 
le  signe  +,  ce  qui  donne 

3 

i/  =  -  2 

pour  première  asymptote.  Si  a:  ^  —  oo  ,  il  faut  prendre  le 
signe  — ,  ce  qui  donne  pour  l'équation  de  la  courbe 

1  6" 

2/  =  2a;  —  -  -t-  -  , 

2  a? 

et  il  est  évident  que 

1 

2/  =  2a^-- 

fi" 
est  une  seconde  asymptote;  car  la  différence  —  entre  l'or- 
donnée de  la  courbe  et  l'ordonnée  de  l'asymptote  tend  vers 
zéro  lorsque  x  devient  infinie. 

299.  Il  résulte  de  la  définition  que  si 

y  ■=  ex  -\-  d 

est  une  asymptote,  l'ordonnée  de  la  courbe  peut  toujours 
s'écrire 

y  =  cx  4-  c/-|-  V, 
1 

V  tendant  vers  zéro  avec  -• 

X 

300.  Nous  avons  appris  à  trouver  les  asymptotes  ;  mais 
il  faut  faire  ici  la  môme  remarque  que  pour  les  tangentes  des 
points  singuliers.  L'existence  de  l'asymptote  n'entraîne  pas 
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iorcément  celle  d'une  branche  de  courbe  correspondante,  et  il 
faudra  une  étude  plus  approfondie  pour  savoir  s'il  y  a  en 
réalité  une  succession  de  points  se  rapprochant  indéfiniment 
de  l'asymptote,  lorsque  x  ou  y  deviennent  infinies.  Pour  ne 
pas  avoir  à  y  revenir,  nous  remarquerons  que  la  question 
se  ])ose  ainsi  :  soit 

1 

y  —  ex  —  d  ^=  z         et         x  =  —  (25) 

L'équation 

qu'on  déduit  de  l'équation  (1)  en  y  remplaçant  x  et  y  par 
leurs  valeurs  tirées  des  relations  (25),  admet-elle  pour  /  et  s 
des  solutions  simultanées  infiniment  petites  ? 

301.  Cas  des  colrbes  algébriques.  —  Si  l'équation 

■    n^,  y)  =  o  (1) 

est  algébrique,  on  peut  l'ordonner  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  - 

/•pN+^/;(^')+-+^A'(-^0  =  o; 

sous  cette  forme,  on  voit  que  les  valeurs  finies  de  x  qui 
rendent  y  infinie  sont  racines  de  l'équation 

fp  (^)  =  o. 
Soit  a  une  racine  de  cette  équation  ;  la  droite 


"sera  une  asymptote  ])arallèle  à  0/y. 

Ordonnons  maintenant  l'équation  (1)  en  groupes  homo- 
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gènes  de  degrés  décroissants 

cp,„  {x,  y)  +  cp,„_.,  («:,//)-)-...  +  cpy  (a-,  //)  =:  0       (27) 

<L>p(x,  y)  désignant  un  polynôme  homogène  de  degré  p.  En 
divisant  par  .27™,  cette  équation  devient 


et  les  valeurs  finies  de  -'  qui  correspondent  à  .1  infinie,  seront 

les  racines  de 

^,,(1,  0  =  0.. 

Soit  c  une  racine  de  cette  équation  ;  il  reste  à  trouver  la 
limite  de  //  —  ex.  Pour  cela,  on  posera 

y  —  CiZ'  =  0,- 
ou 

Portant  cette  valeur  dans  (28)  et  ordonnant  par  rapport  aux 

1 
puissances  ascendantes  de  -'  on  trouve 

1  r  8^         n 

a,,„_,(i,c)+ûcp/„(i,c)+-  o,„..2(i,c)+o'^,;,^,(i,cj+— cp;;,(d,c)  +...=o, 


f     (^t  les  valeurs  finies  de  d,  qui  correspondent  à  x  infinie,  seront 
obtenues  en  égalant  à  zéro  le  premier  des  coefficients  de  cette 

équation  en  -■,  qui  ne  s'annule  pas.  Dans  le  cas  général,  on 

aura  donc,  en  appelant  d  la  limite  de  0, 

,  _  r'm-i  (t,  c) 

~  c&^{i,  c) 
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.*:502.  Théorème.  —  Lorsque  la  tangente  au  point  qui 
s  éloigne  à  F  infini  tend  vers  une  position  déterminée^  cette 
position  est  Fasymptote. 

En  effet  l'équation  de  la  tangente  est 

Supposons  que  le  point  Xq^  y^,  s'éloigne  à  l'infini  et  que 

-f^'  ait  une  limite  c  ;  on  a  vu  n"  193  que  "^  a  alors  la  môme 

limite.  Donc  la  direction  limite  de  la  tangente  est  celle  de 
l'asymptote;  quant  à  son  ordonnée  à  l'origine 


2/0  —  ^ 


elle  peut  s'écrire,  en  désignant  les  dérivées  par  des  lettres 
accentuées 


i/o  —  -^^0^0  l  ^   _  Ih 


^'  0 


4       (-i 

et,  si  elle   a  une    limite,    en  vertu    du    même    théorème, 
l'expression 

£i)  


aura  aussi  la  même  limite,  qui  est  bien  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine de  l'asymptote. 

303.  Il  importe  de  montrer  qu'il  peut  y  avoir  des  asymp- 
totes qui  ne  sont  pas  limites  de  tangentes.  L'exemple  de  la 

courbe  1/  = est  classique.  Pour  ^'  =  00  ,  le  sinus  oscille 

entre  —  1  et  + 1,  tandis  que  le  dénominateur  croît  à  l'infini  ; 
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y  tend  donc  vers  zéro,  et  l'axe  des  x  est  une  asymptote  vers 
laquelle  tend  la  courbe  en  la  traversant  par  des  sinuosités 
de  moins  en  moins  amples.  Le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente 

dy       X  ces  g'  —  sin  g:*  cos.r        'sXwx 

dx  x'^  X  x'^ 

tend  vers  zéro  ;  mais  l'ordonnée  à  l'origine 

dii  ,    2  sina; 

Il  —  X  -r-  =  —  COS£C  4- 

"^  dx  '        X 

est  indéterminée. 

:304.  Emploi  des  cooRDON^ÉES  homogènes.  —  Plusieurs 
des  résultats  précédents  se  présentent  très  simplement 
lorsqu'on  emploie  les  coordonnées  homogènes.  Nous  nous 
bornerons  au  cas  des  courbes  algébriques.  Dans  ce  cas, 
l'équation  (27)  devient,  après  substitution  des  coordonnées 
homogènes, 

cp„,  (X,  Y)  -f  Z'^,„_,  (X,  Y)  +  ZV-2  (X,  Y)  +  •••  =  0. 

Les  points  à  l'infmi  étant  caractérisés  par  un  Z  nul,  le 
rapport  de  leurs  deux  autres  coordonnées  sera  donné  par 
l'équation 

cp,„(X,  Y)  =  o.  (29) 

Cette  équation  s'écrit  en  mettant  en  évidence  les  facteursX ,  Y 

X«YPcp,„,(X,  Y)  =  o, 

ce  qui  impose  a  facteurs  X  nuls  (Y  est  alors  différent  de 
Kéro)  et  |3  facteurs  Y  nuls  (X  est  alors  difterent  de  zéro).  On 
obtient  ainsi  a  points  à  l'infini  dans  une  direction  parallèle 
à  OY  et  (i  points  à  l'infini  sur  des  parallèles  à  OX.  Il  reste 
m  —  a  —  3  directions  asymptotiques  non  parallèles  aux 
axes    dont    les   coefficients   angulaires    sont   les   racines   de 
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l'équation 

'£,„j  (i,  i)  =  0. 

Pour  avoir  les  asymptotes  correspondantes,  nous  les 
considérerons  comme  limites  de  tangentes,  ce  qui  est  tou- 
jours permis  dans  les  courbes  algébriques.  La  tangente  en 
un  point  ayant  pour  équation  (14) 

XFx„  +  YP;,  +  ZF4  =  0, 

comme  on  a  ici 

Fz  =  ?'«-!  -h  27.  '^,n-i  -\-  •••, 

l'asymptote  qui  correspond  à  Z,,  =:  o  et  qui  a  pour  coeffî- 

Y 

cient  angulaire  c  =  ^'  aura  pour  équation 


C'est,  sous  une  autre  forme,  le  résultat  déjà  obtenu;  car 
si  l'on  fait  Xq  =  1,  Yq  =  c,  l'ordonnée  à  l'origine  de  la 
droite  précédente  prend  précisément  la  valeur  donnée 
page  299.  Quant  au  coefficient  angulaire 

Ch,„     (Xq,     Yq) 


d\. 


d'^,n   (Xq,   Yq) 

dX, 

Y 

il  est  égal  à  tt*?  en  vertu  de  l'égalité  d'Euler  relative  aux 

Xq 

fonctions  homogènes 

-^0  ^  +    ï  0  ^  =  '^^'f /«  (^01    1 OJ   =  0. 
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Si  l'équation  (30)  prenait  une  forme  illusoire,  le  point  à 
l'infini  serait  singulier,  et  on  lèverait  l'indétermination  en 
employant  une  méthode  calquée  sur  celle  de  la  page  292. 

305.  Les  résultats,  rappelés  au  paragraphe  précédent, 
sont  susceptibles  d'un  énoncé  absolument  géométrique,  si 
l'on  convient  de  dire  que  Z  =  o  caractérise  la  droite  à  r in- 
fini. Alors  nous  venons  d'étudier  simplement  la  nature  des 
points  de  rencontre  d'une  courbe  avec  la  droite  à  l'infmi  et 
les  tangentes  en  ces  points.  Ce  nouveau  point  de  vue  per- 
mettra d'assimiler  les  points  à  l'infini  aux  points  situés  à 
distance  finie,  et  ces  points  pourront  être  classés,  comme 
nous  allons  le  faire  pour  les  autres,  en  points  ordinaires, 
points  d'inflexion,   doubles,  triples,  de  rebroussement,  etc. 

306.  On  peut  aussi  démontrer  que  les  formules,  utilisées 
plus  haut,  aux  notations  près 


X  = 


y 

y  =  — ' 

X 


reviennent  à  une  simple  mise  en  perspective  de  la  courbe. 


FiG.  9. 


Soit  on  effet  0  le  point  de  vue  projeté  sur  un  plan  horizon- 
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tal  en  o  et  sur  le  tableau  en  o',  de  manière  que 


oco  =  a, 
o'm  =  h  ; 


m  un  point  du  plan  horizontal  projeté  à  partir  de  0  en  m . 
Les  axes  étant  indiqués  sur  la  figure,  on  aura 


OJi 

0  p 

jpm 

Oui 

o'p 

op 

p'm 

0  0) 

y 

ou  11  =  a  — 

X 

ou  II   —  h  — ,• 

X 


D'où,  en  multipliant, 


XX  =^  ah. 


Pour  «  =  ô  =  1,  on  retombe  bien  sur  les  formules  mises 
au  début  de  ce  paragraphe.  Ainsi  à  un  point  m  correspond 
un  seul  point  m,  et  réciproquement  ;  mais,  si  m  s'éloigne  à 

l'infini  dans  une  direction  telle  que  lim-==c,  m  tend  vers 

un  point  situé  sur  o'y\  qui  a  pour  ordonnée  c,  et,  comme 
on  vérifie  sans  peine  qu'à  la  tangente  d'équation 

dx    '    '^  dx 

correspond  la  tangente  d'équation 

Y'  :=    X'  ^1^1     A-   l'   —  X    ^■'' - 

dx     '  dx" 

il  en  résulte  que  l'étude  du  point  à  l'infini  et  de  l'asymp- 
tote ou  des  asymptotes  est  encore,  par  cette  transformation, 
ramenée  à  l'étude  d'un  point  situé  à  distance  finie,  les  sin- 
gularités se  correspondant. 
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lj]tude  d'une  courbe  autour  d'un  point  singulier 

307.  Nous  avons  donné  (n"'  295  et  296)  les  conditions 
analytiques  pour  qu'un  point  soit  singulier.  Voici  quelques 
considérations  géométriques  qui  feront  mieux  comprendre 
les  définitions  données  plus  haut. 

Si  toute  sécante,  qui  passe  à  une  distance  infiniment 
petite  d'un  point  M,  rencontre  la  courbe  en  des  points  dont 
un  seul  soit  infiaiment  voisin  de  M,  le  point  M  est  simple. 
Si  la  sécante  coupe  la  courbe  en  des  points  dont  p  soient 
infiniment  voisins  de  M,  le  point  est  multiple  cVordre  p. 
Dans  ce  cas,  une  sécante  passant  au  point  M  coupe  la 
courbe  en  p  points,  dont  les  coordonnées  coïncident  avec 
celles  du  point  M;  c'est  ce  que  nous  avons  exprimé  plus 
haut  en  disant  que  la  sécante  avait  yj  points  confondus  avec 
le  point  M  (Voir  aussi  le  théorème  énoncé  à  la  fin  du  n°  309). 

Les  dispositions  de  figures  ci-dessous  ont  reçu  les  noms 
suivants 


Point  triple. 

M    Point  d  arrêt 


Point  double. 


Point  de  rebroussement  deuxième  espèce. 

FiG.   10. 

CALCUL    [XFINITKSIMAL. 


Point  de  rebroussement 
de  première  espèce. 


Point  saillant. 


20 
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En  général,  en  un  point  multiple  d'ordre  p  se  croisent  p 
branches  de  courbe;  mais  plusieurs  de  ces  branches  ou 
même  toutes  peuvent  être  imaginaires.  L'apparence  géomé- 
trique ne  correspond  plus  alors  au  fait  analytique;  mais, 
dans  la  pratique,  cela  ne  peut  introduire  de  confusion. 
Lorsque  toutes  les  branches,  qui  passent  en  un  point  réel 
de  la  courbe,  sont  imaginaires,  le  point  est  dit  isolé  ;  on  em- 
ploie aussi  les  locutions  point  double  imaginaire,  point 
multiple  imaginaire. 

Afin  de  ne  pas  avoir  à  revenir  sur  les  points  singuliers 
autres  que  les  points  multiples,  je  traiterai  immédiatement 

trois  exemples  : 

_i_ 
1°  La  courbe  y  =  e''  a  un  point  d'arrêt  à  l'origine;  car, 
pour  X  infiniment  petit  négatif,  l'ordonnée  //  est  nulle, 
tandis  que,  pour  x  infiniment  petit  positif,  y  est  infini.  On 
peut  donc  dire  que  la  courbe  a  un  point  d'arrêt  à  l'origine 
pour  sa  branche  qui  vient  de  gauche,  et  même  un  point 
d'arrêt  à  l'inlini,   dans  la  direction  de  oy,  pour  sa  branche 


o 

FiG.    ii. 


de  droite;  mais  cette  dernière  désignation  a  quelque  chose 
de  forcé  et  est  peu  employée.  On  emploie  plus  souvent  les 
mots  de  point  multiple  à  l'infini,  point  de  rebroussement  à 
l'infini;  ces  expressions  correspondent  aux  dispositions  que 
présentent  les  points  de  même  nom,  à  distance  finie,  lors- 
qu'on fait  une  perspective  de  la  courbe  sur  un  plan  parallèle 
au  rayon  qui  va  de  l'œil  au  point  M.  Au  fond,  ce  sont  de 
pures  désignations  analytiques. 
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2°  La  courbe  qui  a  pour  équation 


307 


y 


1    +6'^ 


présente  un  point  saillant  à  l'origine.  Le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  0, 


1  -Y-e' 


a  pour  valeur  zéro,  si  x  =  -\-  zéro,  et  -(-  1  si  .2-  =  —  zéro. 


Fid.  12. 

Los  exemples  que  nous  venons  de  donner  se  rapportent  à 
des  courbes  transcendantes. 

Les  courbes  algébriques  ne  présentent  ni  point  d'arrêt  ni 
point  saillant.  —  Elles  n'ont  pas  de  points  d'arrêt  parce  que 
l'ordonnée  est  une  fonction  continue  de  l'abscisse  ;  elles 
n'ont  pas  de  points  saillants  puisque,  si  l'on  élimine  //  entre 
l'équation  de  la  courbe  et  l'équation 

fx  +  y' ri,  =  0, 

(|iii  fait  connaîlr(;  le  coefficient  angulaire  y'  de  la  tangente, 
on  obtient  une  équaliou  algébri([ne  entre  x  et  //',  d'où  il 
résulte  que  ce  coeflicient  angulaire  est  une  fonction  conti- 
nue de  l'abscisse. 
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3°  Considérons  enfin  la  courbe  représentée  par  l'équation 


y  =  \Ji  —  ,;/■-', 

le  radical  ayant  sa  valeur  arithmétique.  C'est  une  demi- 
circonférence  dont  le  centre  est  à  l'origine  et  dont  le  dia- 
mètre limite  est  sur  o.r;  les  extrémités  de  ce  diamètre 
pourraient  être  prises  comme  points  d'arrêt  de  la  courbe. 
Mais,  en  réalité,  nous  n'avons  là  qu'une  portion  de  la  cir- 
conférence 

^r^  +  y^-  1, 

et  si,  pour  l'aspect  géométrique,  on  a  des  points  d'arrêt,  ces 
points  sont  évidemment  d'une  nature  tout  autre  que  ceux 
considérés  dans  les  deux  premiers  exemples.  Dans  le  pre- 
mier exemple,  la  fonction  y  éprouvait  une  véritable  discon- 
tinuité; il  en  est  de  même  pour  la  dérivée  dans  le  second 
exemple. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  ne  considérerons  désormais 
que  des  fonctions  continues,  ou  au  moins  nous  ne  considé- 
rerons les  fonctions  que  dans  les  intervalles  où  elles  sont 
continues;  plus  exactement  nous  supposerons  toujours  que 
ces  fonctions  peuvent  être  développées  en  série,  dans  ces 
intervalles,  par  la  formule  de  Taylor. 

308.  D'après  nos  définitions,  un  point  singulier  est  un 
point  où  la  tangente  n'a  pas  une  équation  unique  et  bien 
déterminée.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que  cette  définition 
suppose  essentiellement  les  coordonnées  rectilignes.  Deux 
exemples  feront  mieux  comprendre  notre  pensée. 
1°  La  courbe 

_  1  -[-  2  ces  co 
^  ^  1  —  2  sin  0) 

orésente  un  point  double.  Mais  ce  point  s'obtient  par  deux 
valeurs  dilférentes  de  o),  savoir 

77:  ^  19;r 

co  =  —  et         03  =  — •- 
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chacune  de  ces  valeurs  donne,  comme  l'on  sait,  une  forme 
bien  déterminée  pour  l'équation  de  la  tangente.  Si  l'on  cher- 
chait l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  rectilignes, 
les  deux  points,  provenant  de  ces  valeurs  de  o),  seraient 
confondus,  et  pour  ce  point  l'on  aurait 

f  (^M  y)  =  0,       /*;  =  o,       /•;  =  G. 

2°  Le  même  incident  se  présente  avec  la  courbe  déter- 
minée par  les  deux  équations 


(31^ 


*^     <  I  o  I 

1  +  '      f 
Si  l'on  donne  à  t  les  deux  valeurs 

les  deux  coordonnées  du  point  M  prennent  les  valeurs 

X  —  o,       y  =  —  2. 

Lorsque  /  varie  de  —  oo  à  +  co  ,  la  courbe  passe  donc 
deux  fois  au  point  dont  les  coordonnées  viennent  d'être 
données;  mais  les  valeurs  de  dx  et  de  dy  sont  parfaitement 
déterminées  pour  t'  et  pour  t"  ;  les  deux  tangentes  au  point 
double  sont  donc  bien  déterminées  et  indépendamment 
l'une  (le  l'autre.  Formons,  au  contraire,  l'équation  en  coor- 
données rectilignes  de  la  courbe,  par  l'élimination  de  Centre 
les  équations  (31);  on  trouve 

r[x,  y)  =  xhf  +  2^  [y  -f-  2j  -  [y -\-  ^f  =  o, 

et  au  point  , 

X  =  0,         .V  =  —  2, 
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on  a  évidemment 

f{œ,y)=^o,     n  =  o,     r;,  =  o. 

En  coordonnées  rectilignes,  l'équation  ordinaire  de  la 
tangente  est  indéterminée . 

C'est  im  des  problèmes  les  plus  intéressants  et  les  plus 
importants  de  l'analyse  que  celui  qui  consiste  à  séparer  les 
branches  qui  se  croisent  aux  points  multiples,  on  encore 
à  ramener  l'étude  des  fonctions  à  singularités  à  celle  des 
fonctions  sans  singularités.  Cette  étude  se  rattache  à  une 
notion  nouvelle  relative  aux  courbes,  celle  du  genre,  dont 
nous  parlerons  plus  loin. 

Le  problème  que  nous  traitons  ici  est  plus  simple;  nous 
voulions  seulement  faire  observer  que  la  difficulté  que  nous 
avions  à  lever  peut  souvent  tenir  au  choix  des  coordonnées 
et  ne  pas  être  inhérente  au  problème  de  géométrie,  auquel 
le  calcul  a  été  appliqué. 

309.  Une  dernière  remarque  préliminaire  sera  utile. 
Nous  avons  déjà  vu  que  l'étude  des  branches  infinies  se 
ramène  à  la  recherche  des  solutions  infiniment  petites  d'une 
certaine  équation  (26).  11  en  est  de  même  pour  les  branches 
des  courbes  qui  passent  en  un  point  singulier.  L'équation 
(19)  fait  connaître  les  valeurs  de  h,  qui  correspondent  à 
chaque  valeur  de  a,  et  le  problème  qui  se  pose  est  de  savoir 
si,  pour  des  valeurs  de  a  infiniment  voisines  des  racines  de 
l'équation  (20),  il  existe  des  valeurs  infiniment  petites  de  h, 
et  quelle  est  la  nature  de  ces  valeurs.  Soit  a,  une  racine  de 
l'équation  (20)  ;  si  l'on  pose 

on  obtient  une  équation  entre  s  et  h,  dont  il  faut,  comme 
pour  l'équation  (26),  trouver  les  solutions  infiniment  petites. 
La  méthode  que  nous  allons  employer  est  donc  absolu- 
ment générale  et  s'applique  toutes  les  fois  qu'on  a  à  cher- 
cher les  solutions  infiniment  petites  d'une   équation  de  la 
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forme 

SAap.r«V?  =  o, 

où  le  premier  membre  désigne  une  série  convergente,  sans 
terme  constant,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
des  variables.  On  suppose,  de  plus,  qu'il  y  a  toujours  un 
terme  indépendant  de  x  et  un  terme  indépendant  dey;  sans 
quoi  y  ou  x  serait  en  facteur  et  devrait  être  supprimé.  La 
méthode  est  fondée  sur  ce  principe  que  l'égalité  ne  peut  s'éta- 
blir qu'entre  infiniment  petits  de  même  ordre;  il  s'ensuit 
évidemment  qu'il  y  aura  toujours  deux  termes,  au  moins, 
de  chaque  ordre,  et  en  particulier  de  l'ordre  moindre.  En 
écrivant  cela,  et  en  prenant  ij  comme  infiniment  petit  prin- 
cipal, on  obtiendra  les  valeurs  principales  de  l'infiniment 
petit  x\  mais,  comme  plusieurs  racines  différentes  x  ,  x\  x"\ 
peuvent  avoir  la  même  valeur  principale  Xj,  il  faudra  poser 
de  nouveau 

X  =  x^  -\-  -r^, 

Ti  étant  un  nouvel  infiniment  petit,  dont  la  valeur  principale 
se  déterminera  comme  ci-dessus. 

Nous  admettrons  comme  démontré  le  théorème  suivant  : 
Soit  l'équation 

SAafiO^^yP  =  O, 

doat  le  premier  membre  de  la  quelle  S  est  une  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  des 
variables;  si,  pour  x=  o,  cette  équation  admet  p  racines 
nulles  en  y,  pour  x  infiniment  petit,  l'équation  admettra  p 
racines  infiniment  petites  en  y,  développables  en  séries  con- 
vergentes suivant  les  puissances  ascendantes  de  x. 

IMO.  Pour  plus  de  clarté,  je  resterai  dans  les  termes  du 
problème  posé,  n°  296,  en  simplifiant  seulement  les  nota- 
tions. Supposons  d'abord  les  axes  transportés  parallèlement 
à  eux-mêmes,  de  manière  que  l'origine  se  trouve  au  point 
.Tq,  y^^,  ce  qui  revient  à  supposer 

^0  =  «>,         ?h  =  o- 
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L'équation  (17)  représente  maintenant  une  droite  passant 
par  l'origine 

y  =  Xa,',  (32) 

et  l'équation  (19)  aux  abscisses  de  ses  points  de  rencontre 
avec  la  courbe  pourra  s'écrire 

cp  (X)  +  a-J.  (X)  +  ^V.  W  +  •••  =  0.  (33) 

A  étant  donnée,  à  une  valeur  de  x  correspondra  par  l'équa- 
tion (32),  une  seule  valeur  de  y,  donc  un  seul  point  de 
rencontre  et  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (33) 
sera  le  nombre  exact  des  points  réels  communs  à  la  sécante 
et  à  la  courbe. 

L'équation  (20),  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes, 
s'écrit  ici 

cp(X)  =  o;  (34) 

elle  est,  par  bypoihèse,  de  degré  j>,  et  l'étude  qui  nous  reste 
à  faire  est  différente,  suivant  qu'il  s'agit  de  racines  simples 
ou  multiples  de  ®(a)- 

311.  1°  Soit  A]  une  racine  réelle  simple  de  cette  équation 
correspondant  à  la  tangente  OT;  cette  racine  peut  aussi 
annuler  un  certain  nombre  de  coefficients  des  puissances  de 
X  ;  soit  x'^g  (a)  le  premier  des  coefficients  qui  ne  s'annule  pas, 
et  soit  enfin 


A 


X,  =  e,  0   (Xj  =  eo.,  (X), 


£  désignant  un  infiniment  petit,  et  9i(a)  ne  s'annulant  pas 
pour  A  =  A|.  L'équation  (33),  réduite  à  ses  termes  d'ordre 
moindre,  s'écrira 

£?<  (^i)  -t-^*^  (>^)  ■-  o;  (35) 

en  eflet  tous  les  termes  négligés  contiennent  soit  des  puis- 
sances de  x  ou  de  £  supérieures  à  celles  conservées,  soit  des 
produits  de  puissances  moindres  de  x^  par  des  termes  qui 
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contiennent  s  en  facteur.  C'est  celte  équation  qui  fait  con- 
naître les  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  sécante 
y  ="  Oh  +  ')  -^i  infiniment  voisine  de  OT.  Deux  cas  sont  à 
distinguer  :  si  a  est  impair,  Téquation  (35)  fait  connaître, 
pour  toute  valeur  de  s,  une  seule  valeur  réelle  de  x,  et  cette 
valeur  change  de  signe  avec  s,  c'est-à-dire  lorsque  la  sécante 
passe  d'un  côté  à  l'autre  de  la  tangente.  Si,  par  exemple, 
9i  (X|)  et  g  (aj)  sont  de  signes  contraires,  s  et  x  sont  de  mêmes 
signes,  et  l'on  a  la  disposition  de  figure  ci-dessous 


y 


FiG.  13. 


Si  cpj  (aj)  et  g  (ai)  sont  de  mêmes  signes,  la  courbe  est  au- 
dessous  de  sa  tangente. 


FiG.  14. 


Soit  maintenant  oc  pair.  Pour  que  l'équation  (35)  donne  des 
racines  réelles,  il  faut  que  c9i(ai)  et  (/(aj)  soient  de  signes 
contraires,  ce  qui  ne  pourra  arriver  que  pour  un  des  deux 
signes  possibles  de  s.  Si  c'est  pour  t  positif,  les  sécantes 
qui,  à  droite  de  l'origine,  sont  au-dessus  de  la  tangente, 
couperont  la  courbe  en  deux  points  situés  de  part  et  d'autre 
de  l'origine,  et  la  brancho  de  courbe  présentera  la  disposi- 


:ii4 

tion  suivante 
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Si  les  deux  valeurs  réelles  de  x  correspondent  à  z  négatif, 
la  branciie  de  courbe  se  présente  comme  ci-dessous. 


Fa;.  16. 

Lorsqu'on  obtient  cette  disposition  de  figure  et  que  la 
branche  de  courbe  MjOMo  est  la  seule  réelle  passant  en  0, 
on  dit  que  le  point  0  est  un  jjoint  d'inflexion.  La  courbe 
traverse  sa  tangente  ;  trois  points  d'intersections  de  la  sécante 
MoOM^  avec  la  courbe  sont  confondus  en  un  seul  0.  Ce  point 
peut  d'ailleurs  être  simple  ou  multiple. 

312.  2°  Soit  maintenant /w  une  racine  double  de  l'équa- 
tion (34).  Nous  poserons  encore 


\,+ 


cp  [1]  =  £2(p2  a), 


çoCa)  n'étant  pas  divisible  par  \  —  \.,  =  s.  Ici  l'équation 
qu'on  obtient  en  prenant  dans  (33)  les  termes  de  degrés 
moindres  est  un  peu  plus  compliquée  que  (35),  parce  qu'on 
ignore  de  quel  ordre   est  x  par  rapport  à   s;   il  faut   donc 
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conserver,  outre  les  termes  conservés  dans  (35),  le  terme 
de  degré  moindre  qui  contient  s  multiplié  par  une  puissance 
de  X.  L'équation  aux  valeurs  principales  des  infiniment  petits 
sera  donc 

^\i  (X2)  +  x'^^  ^[\)  -f  ■xHj[\.^  =  G,  (36) 

et  nécessairement  l'on  a 

P  <  a, 

sans  quoi  le  terme  du  milieu  n'aurait  pas  été  conservé. 

Les  termes  de  l'équation  (36)  sont  infiniment  grands,  par 
rapport  à  ceux  de  l'équation  (33)  que  nous  avons  négligés  ; 
mais  rien  ne  prouve  qu'ils  soient  tous  les  trois  d'un  même 
ordre.  Tout  ce  qu'on  sait,  c'est  qu'il  y  en  a  au  moins  deux  de 
l'ordre  moindre,  et  que,  s'il  n'y  en  a  que  deux,  le  troisième 
est  d'ordre  supérieur  et  doit  être  négligé.  D'où  plusieurs 
essais  à  faire  pour  grouper  ces  trois  termes  ;  la  discussion 
conduit  aux  trois  hypothèses  suivantes  : 

Première  hypothèse  :  a  ■<  2[rl.  —  Le  seul  groupement  pos- 
sible est  celui  où  le  premier  et  le   dernier  terme  sont  de 

2 
même  ordre  {œ  de  l'ordre  -  par  rapport  à  s);  l'équation  (36) 

se  réduit  à 

S^?2  (^2)  +  ■'■"^  ('2)   =0, 

d'où  l'on  tire  pour  x  une  valeur  de  la  forme 

1 

X  =  (Ae2)a. 

Si  a  est  pair  et  A  négatif,  il  n'existe  de  valeurs  réelles  de 
./■  pour  aucune  valeur  de  s,  c'est-à-dire  que,  pour  aucune 
sécante  passant  par  0  et  voisine  de  la  tangente  de  coeffi- 
cient Ao^  il  n'existe  de  point  réel  ;  les  a  racines  et  les  deux 
l)ranches  correspondantes  sont  imaginaires.  Si  a  est  pair  et 
A  positif,  pour  toute  valeur  de  £,  x  a  deux  valeurs  réelles 
égales  et  de  signe  contraire,  et  la  branche  présente  la  dispo- 
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sition  ci-dessous 

y  T 


Fk;.  n. 


Si  a  est  impair,  quel  que  soit  le  signe  de  s,  on  trouve  une 
valeur  réelle  pour  x,  positive  si  A  est  positif,  négative  dans 
le  cas  contraire.  C'est  le  cas  du  rebroussement  de  première 
espèce. 


7 


y 


FiG.   18. 


Deuxième  hypothèse  :  a  >-  2[i.  —  Les  deux  groupements 
exclus  dans  l'hypothèse  contraire  deviennent  ici  les  seuls; 
possibles,   savoir  :    premier  et  deuxième  termes  de   mêmej 
ordre  ;  l'équation  (36)  se  réduit  à 


£cp,(X,)+r/;P7c(X,)=o; 


(37) 


deuxième  et  troisième  termes  de  même  ordre,  l'équation  se 
réduit  à 

s-K{l,)^:v--^g{\)=o;  (38) 

et  chacune  de  ces  équations  étant  analogue  à  l'équation  (35) 
fournit  une  branche  avec  une  des  quatre  dispositions  dessinées 
figures  13  à  16.  La  juxtaposition  des  branches  fournies  par 
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ces  deux  équations  conduira  à  une  des  sept  dispositions  que 
voici 


Fk;.  19. 


Troisième  hypothèse  ;  a  ^  2(5.  —  Les  trois  termes  sont  ici 
de  même  ordre,  et  l'équation  (36)  s'écrit  en  remplaçant  a 
par  2j3  et  divisant  par  s' 


^CtT 


0['-2) 


=   0. 


(39) 


Cette  équation  peut  avoir  ses  racines  soit  imaginaires, 
luquel  cas  il  n'existe  aucune  branche  réelle  tangente  à  OT, 
loit  réelles  et  distinctes,  auquel  cas  l'équation  se  décompose 
en  deux  de  la  forme  x'^  =  sB,  ce  qui  conduit,  comme  dans 
le  cas  précédent,  à  l'une  des  sept  figures  19,  soit  enfin  con- 
fondues. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'équation  (39)  peut  s'écrire 


=  0, 


(40) 


|el;  il  semble  qu'il  n'y  ait  plus  qu'une  seule  branche  réelle 

tangente  à  OT.  Mais  il  importe  de  remarquer  que,  jusqu'à 

)résent,  nous  n'avons  considéré  que  les  parties  principales 

[des  inliniment   petits;  or  deux   iuliuiment  petits  ditïéi'ents 

Ipeuvent  avoir  la  même  partie   principale.    La   question    ne 

s'était  pas  posée  jusiju'ici,  |)arce  que  les  infiniment    petits 
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s'étaient  trouvés  distingués  par  leurs  parties  principales  et 
que  nous  avions  trouvé  dans  chaque  cas  deux  branches  dif- 
férentes correspondant  à  la  racine  ao.  Ici,  les  infiniment  petits 
ne  sont  pas  séparés,  et  le  nouveau  problème  qui  se  pose  est 
de  savoir  s'il  existe  effectivement  deux  infiniment  petits  ayant 
la  même  partie  principale  fournie  par  l'équation  (40).  Poxvr 
cela,  considérant  toujours  5  comme  Tinfiniment  petit  prin- 
cipal, nous  poserons 

CL    Ou  '   00    ^ 

x  étant  la  partie  principale  donnée  par  l'équation  (40)  et  x^^ 
infiniment  petit  par  rapport  à  x' .  Portons  cette  valeur  de  x 
dans  l'équation  (33),  où  nous  remplacerons  aussi  X  parXj-h  s; 
nous  avons  une  nouvelle  équation  entre  les  infiniment  petits 
x!'  et  s,  qu'on  traitera  comme  l'équation  (33).  En  général,  les 
deux  branches  se  sépareront  dans  le  cours  de  cette  nouvelle 
étude  ;  mais,  si  l'on  était  acculé  à  la  troisième  hypothèse  que 
nous  venons  d'étudier  et  au  cas  particulier  où  l'équation  (39) 
a  ses  racines  égales,  il  faudrait  poser 


x!"  étant  la  valeur  principale  de  ./",  et  ainsi  de  suite.  Les  deux 
infiniment  petits  finiront  toujours  par  se  séparer,  à  moins  que 
la  fonction  donnée  /(.x,  y)  ne  contienne  un  facteur  carré  qui 
correspondrait  à  une  courbe  double  faisant  partie  de  la 
courbe  étudiée. 

11  ne  faudrait  pas  s'empresser  de  conclure  de  la  réalité  de 
X  donnée  par  l'équation  (40)  à  la  réalité  d'une  branche  cor- 
respondante pour  toute  valeur  de  £;  car  il  reste  à  trouver  x 
et  peut-être  d'autres  termes  de  cet  infiniment  petit 

Soit,  par  exemple,  la  courbe 

{y  —  xY'  —  2  (i/  —  x\  x^  -\r  x''  —  oc^  —  y^  ^^  o. 
On  est  conduit  en  posant 

y  =[\  -^  C\  X 
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à  la  première  valeur  approchée  x  =  s.  Soit  ensuite 

tjj   - —   tX^        I      »X      f 

on  trouve 


et  l'on  voit  que  £  doit  être  positif.  On  a  donc  deux  valeurs 
pour  .t'\  d'oià  résultent  deux  points  sur  toute  sécante  passant 
à  l'origine  au-dessus  de  la  tangente.  Les  valeurs  de  x  sont 

et  sont  positives  toutes  les  deux.  On  a  un  rebroussement  de 
seconde  espèce. 


.'îl.'î.  3°  11  faut  maintenant  considérer  les  racines  inul- 
liples  de  Téquation  (34),  d'ordre  de  multiplicité  supérieur 
au  deuxième.  La  marche  suivie  jusqu'ici  devient  de  plus 
en  plus  pénible,  parce  qu'au  lieu  d'une  équation  à  trois 
termes,  comme  Téquation  (36),  on  aura  à  grouper  les  termes 
d'une  équation  à  [/ -f-  i  termes,  si  ;j,  est  le  degré  de  multi- 
plicité de  la  racine  considérée.  h]n  pratique,  cette  équa- 
tion sei-a,  la  plupart  du  temps,  incomplète,  et  l'on  pourra 
procéder  comme  précédemment;  mais  il  importe  d'avoir  une 
règle  générale  pour  le  cas  on  le  groupement  des  termes 
oil'rirait  trop  de  diflicultés.  Celle  règle,  qui  est  due  à  New- 
ton, est  la  suivante  :  soit  X'  la  l'acine  multiple  d'ordre  [j.  de 
l'équation  (3t),  on  fait  dans  ré(|uation  (33) 

À  =  X'  +  s  ; 
soit  encore 

six  _|_  AçH.-l,,.:c  J^  ^^.'■l;,/^  -^  ...  -f-  \i-J',cl    f  ...  4-  L.'-^    —  o     (41) 
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l'équation  contenant  les  ternies  principaux  de  l'équation  (33), 
équation  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  les  groupes  de 
termes  de  l'ordre  minimum  d'infmitude.  On  trace  dans  le 
plan  deux  axes  rectangulaires,  et  l'on  marque  dans  ce  plan 
les  points  qui  ont  pour  coordonnées  les  deux  exposants  q 
et  p  de  X  et  de  s  dans  chaque  terme.  Comme  ni  a —  a',  ni  x^ 
ne  sont  plus  en  facteur  dans  l'équation  (33),  l'équation  (41) 
contiendra  toujours  un  terme  indépendant  de  x,  et  un 
autre  de  s,  c'est-à-dire  que,  dans  le  tableau  de  points  précé- 
dents, il  y  en  aura  toujours  un  au  moins  sur  Os  et  un  autre 
sur  Oj^.  Tous  les  autres  sont,  bien  entendu,  dans  l'angle  sOa?. 
Cela  posé,  concevons  une  droite  mobile  d'abord  dirigée 
suivant  Os,  et  qui  s'en  détache  de  manière  à  pivoter  autour 
de  son  point  A,  dans  le  sens  trigonométrique.  Arrôtons-la 
au  moment  où  elle  passe  pour  la  première  fois  par  un  des 
points  marqués;  dans  cette  position,  elle  contient  ])eut-être 


FiG.  21. 


plusieurs  de  ces  points  :  soit  B  le  point  le  plus  à  droite.  La 
droite  AB  laisse  au-dessus  d'elle  tous  les  points  qu'elle  ne 
renferme  pas.  Faisons,  de  nouveau,  pivoter  la  droite  dans 
le  même  sens,  mais  cette  fois  autour  de  B,  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  un  nouveau  point;  soit  C  le  point  le  plus  à  droite 
parmi  ceux  qu'elle  contient  maintenant.  Tous  les  points 
qui  ne  sont  pas  sur  BC  sont  au  dessus.  Faiso.is,  de  nou- 
veau, pivot(M'  la  droite  autour  deC,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'elle  passe  par  le  point  F   sur  Ox.    Nous   avons   ainsi 
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formé  une  ligne  brisée  ABCDEF,  que  nous  appellerons 
polygone  de  Newton.  Tous  les  points  qui  n'en  font  pas 
partie  sont  dans  la  région  de  l'angle  zOx^  qui  ne  contient 
pas  l'origine. 

Nous  allons  démontrer  qu'à  chaque  côté  du  jiolygone  cor- 
respond un  groupement  acceptable  de  termes  de  V équation 
(41),  et  quon  aura  ainsi  tous  les  groupements  ;  le  coefficient 
angidaire  d'un  côté  du  polygone^  changé  de  signe ^  est  égal 
au  degré  d' infinitude  de  x^  par  rapport  a  s,  dans  le  grou- 
pement considéré. 

Soit  en  effet  m  le  degré  d'infinitude  de  x  par  rapport  à  s, 

X      . 
c'est-à-dire  supposons  que  —  ait  une    limite    finie    M    non 

nulle;  un  terme  quelconque  de  l'équation  (41),  K^px^'  sera 
de  l'ordre  p  -\-  mq  et,  entre  les  termes  de  même  ordre,  on 
aura  les  égalités 

■p  -f-mg  =p,  +  mq^  ■=  p.^  -f  mq.^  =  ..., 
d'ori  l'on  tire 

yy^    —   P    —    Vi     __   P    —    P-2    _ 

9^  —  1       9-2  — Q 

Or —  est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint 

le  point  y>,  q,  au  point  ^jj,  q^;  donc  tous  les  points  représen- 
tatifs des  termes  d'un  même  ordre  tn  seront  sur  une  même 
droite  de  coefficient  angulaire  —  m.  De  plus,  si  — ?n  est  le 
coefficient  angulaire  d'un  des  côtés  du  polygone  de  Newton, 
tous  les  autres  termes  seront  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur. Soit  en  effet  Rt'x'  unt  el  terme;  il  sera  d'ordre  .s  +  m?, 
^et  la  droite  de  coefficient  angulaire  —  m  menée  par  ce  point 
lura  pour  équation 

£  —  S  =  —  m  [co  —  /) , 

[elle  coupe  Oi  au  "point  M',  dont  l'ordonnée  est 

s  -(-  })U, 

CALCUL    INFINITÉSLMAL.  21 
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tandis  que  le  côté  du  polygone  qui  a  pour  équation 

coupe  Taxe  Os  en  un  point  M  ayant  pour  ordonnée 

p  -\-  mcj 

et  situé  par  construction  au-dessous  de  M'.  L'ordre  .s  +  mi, 
du  terme  Re'j^  est  donc  plus  grand  que  celui  du  terme 
Ké'xi.  On  voit  en  même  temps  que  si,  au  contraire,  on 
avait  laissé  des  points  au-dessous  du  polygone  de  Newton, 
il  leur  aurait  correspondu  des  termes  d'ordre  inférieur  à 
ceux  conservés.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

314.  Il  faut   maintenant  trouver    la   limite  ]M   du  rap- 

X 

port— pour  le   groupement  considéré,  c'est-à-dire  pour  la 

valeur  de  m  considérée.  A  chaque  point  q,  p,  situé  sur  le  côté 
du  polygone  de  coefficient  angulaire  —  m,  correspondra  un 
ternie  dans  l'équation  :  soit 

Y^si'cc-'  -\-  K,£^ia;'"  +  ...  +  \\^t'"^x'i^ 

l'ensemble  de  ces  termes  ;  en  y  remplaçant  x  par  Ms'",  l'équa- 
tion (41)  se  réduit  à 

KM'?  +  K,,  M'^i  + ,. . .  -f  KpM  /?  =  0,  (42) 

après  suppression  du  facteur  commun  £?'  +  '"''.  Dans  l'équa- 
tion (42),  les  exposants  sont  rangés  en  croissant;  on  peut 
donc  encore  diviser  par  la  quantité  finie  non  nulle  M',  et 
l'on  a  enfin  l'équation 

K  +  K.M'^i  -'>  -f '...  +  Kr},\'!'^-'>  =  G,  (43) 

qui  donnera,  pour  M,  cjr,  —  q  valeurs,  en  général  distinctes, 
à  chacune  desquelles  correspondra   une  branche  réelle  ou 
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imaginaire  tangente  à  la  droite  ayant  pour  coefficient  angu- 
laire a'. 

Remarquons  que  q^  —  q  est  précisément  la  projection 
sur  Oe,  du  côté  considéré  du  polygone  de  Newton  ;  l'ensemble 
des  équations  analogues  à  Féquation  (43)  fera  donc  con- 
naître, en  appelante,  X^,  ...,  ç-^,  q,  ...,  v,  les  abscisses  des 
différents  sommets  du  polygone, 

^^  —  ^^1  +  ^M  —  ^^2  -f  •••  +  '/p  -  g  +  •••  +  ^^  —  0, 

c'est-à-dire  a  valeurs  de  r  pour  la  valeur  donnée  de  s.  On 
verrait  de  même  qu'à  une  valeur  donnée  de  x  correspondent 
]).  valeurs  de  £,  c'est-à-dire  qu'il  correspond  p.  branches  à  la 
racine  multiple  d'ordre  \)..  Chacune  de  ces  branches  peut 
toucher  la  tangente  en  plusieurs  points  confondus. 

Ce  qui  précède  suppose  que  l'équation  (43)  ait  toutes  ses 
racines  distinctes.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  opérera  comme 
au  n"  312  sur  l'équation  (40)  :  on  posera 

x"  étant  inliniment  petit  par  rapport  à  la  valeur  principale 
x'=:Me'",  qui  vient  d'être  calculée.  On  substituera  cette  valeur 
de  X  dans  l'équation  (33)  oii  a  aura  été  remplacé  par  >/ -1-  s, 
et,  pour  le  calcul  de  x",  on  sera  ramené  à  un  calcul  analogue 
à  celui  qui  vient  d'être  effectué. 

On  réussira  donc  toujoui's  à  séparer  les  valeurs  infiniment 
petites,  si  l'équation  ne  renferme  pas  un  facteur  multiple. 

315.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  l'équa- 
tion (3 1) 

cp  (X)  =  G 

n'avait  pas  de  racines  infinies,  c'est-à-dire  qu'elle  était  d'un 
degré  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  du  point  0,  ou  encore 
que  la  courbe  n'avait  pas  de  branche  tangente  à  ()y.  Si  cet 
accident  se  produisait,  on  lèverait  la  difficulté  par  le  procédé 
toujours  employé,  dans  ce  cas,  en  géométrie  analytique,  qui 
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consiste  à  remplacer  l'équation 
soit  par  l'équation 

soit  de  préférence  par  les  équations 

se       y 

qui  permettent  dans  tous  les  cas  d'obtenir  une  équation  en  p 
d'un  degré  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  du  point. 

316.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  distingué 
le  réel  de  l'imaginaire,  et  nous  avons  donné  le  moyen  de 
séparer  dans  tous  les  cas  les  racines  infiniment  petites 
d'une  équation. 

Mais  il  est  clair  que  les  racines  réelles  seules  donnent  des 
branches  de  courbe. 

317.  Exemple.  —  Soit  la  courbe  ^ 

00  [x^  —  -y-y^  +  Aœy  {x  —  i/f  —  Ay  (2y  —  Soc)  =  o. 

1"  Disposition  à  f origine.  —  Les  termes  du  plus  faible 
degré  sont —  4y(2y  —  ^x),  d'oii  deux  tangentes  :  l'axe  des 
X  [y  =  o)  et  la  droite  OA,  représentée  par  (2^/  —  3x  =  o). 
Pour  voir  comment  la  courbe  se  comporte  dans  le  voisinage 
de  Ox,  coupons  par 

y  =  EX. 

En  égalant  à  zéro  les  termes  infiniment  petits  de  l'ordre 
moindre,  nous  obtenons  l'équation 

x^  4~  12^  — ■  o  ; 

d'où  la  disposition  indiquée  par  la  figure  22. 

•  L'étude  de  celle  courbe  a  été  proposée  au  concours  d'admission  à  l'Ecole 
normale  en  1888. 
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Tangente  OA.  —  Nous  poserons  ?/==:^  - 
infiniment  petits  à  conserver  sont  ici 


0 


X.  Les  termes 


"-2 


05 


d'oii  la  disposition  représentée  par  la  figure  23. 

2°  Branches  infinies.  —  Les  termes  du  plus  haut  degré 
étante:  (a:~  —  ?/)2,  nous  trouvons,  comme  directions  asympto- 
tiques  l'axe  des  y,  qui  est  direction  simple,  et  les  bissectrices 
OF  et  OG,  qui  sont  directions  doubles. 


FiG.  22. 


FiG.  23. 


Direction  asymptotique   Oy.   —  Soit  x  infiniment  petit  ; 

1 
comme  y  est  infiniment  grand,  nous  poserons  y  =  — ?  et  y' 

sera  infiniment  petit.  L'équation  entre  x  et  y'  devient,  en  se 
bornant  aux  termes  d'ordre  moindre  : 

X  —  ^y''^  =--  G. 

X  doit  être  positif,  et  il  lui  correspond  deux  valeurs  pour  y', 
d'où  deux  valeurs  infiniment  grandes  pour  //.  On  a  donc  la 
disposition  de  la  figure  25. 


FiG.  -24. 


FiG.  25. 
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Direction  de  la  première  bissectrice  OF.  —  Posons  y  =  x-\-z^ 
£  doit  être  infiniment  petit  pour  que  x  soit  infiniment  grand  ; 
donc  OF  sera  l'asymptote  elle-même,  et  nous  poserons 

1 

X  =  -  ,1 

X 

x  étant  infiniment  petit  :  l'équatioQ  réduite  entre  x  et  s  sera 

s"^  -\-  x'  =■  o. 

Donc  X  est  négatif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  s,  et  l'on  a 
la  disposition  représentée  figure  24. 

Direction  de  la  deuxième  bissectrice  OG.  —  Après  avoir 
constaté  que  l'asymptote  correspondante  est  rejetée  à  l'in- 
fini, posons 

,   1 

\  étant  un  infiniment  petit. 

Le  faisceau  des  droites  qui  vont  de  l'origine  aux  points 
de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  droite  (A)  a  pour  équa- 
tion, après  suppression  du  facteur  x  +  //, 

œ[x  -\-  y]{x-'  yY  -\-  htxyX  [x  —  yY'  —  hy  (%  -^  3a;)  \^  [x  -j-  y)^  =  o. 

Une  ou  plusieurs  de  ces  droites  sont  très  peu  inclinées  sur 
la  bissectrice;  posons  donc 

y  =  {—  \  -^  e)  X. 
L'équation,  réduite  à  ses  termes  d'ordre  moindre,  devient 

4e  — 8X  =  o. 

Donc  A  et  z  sont  de  même  signe  :  la  droite  OP,  qui  cor- 
respond à  s  positif,  rencontre  la  courbe  sur  une  droite 
parallèle  à  la  direction  asymptotique  qui  a  une  ordonnée  à 

l'origine  -j  infiniment  grande  et  positive.  La  droite  OP',  qui 

A 
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correspond  à  s  négatif,  rencontre  la  courbe  à  l'infini  au- 
dessous  de  la  bissectrice.  D'où  la  disposition  indiquée  [fig.  26) 
(branche  parabolique). 

La  courbe,  représentée  par  la  figure  27,  s'achèvera  aisé- 
ment au  moyen  des  quelques  remarques  suivantes  :  les  axes, 
ni  leurs  bissectrices  ne  rencontrent  la  courbe  en  des  points 
réels  à  distance  finie  ;  la  droite  OA  rencontre  la  courbe  au 

24 
point  dont  l'abscisse  est  x  =^  —  --•  Les  branches  de  courbe 
^  25 

ne  peuvent  donc,  sauf  la  branche  OE,   sortir  de  l'angle  où 

nous  les  avons  amorcées.  Nous  représentons,  en  pointillé, 

les  parties  de  courbe  qui  raccordent  de  la  manière  la  plus 

simple  celles  qui  sont  déjà  trouvées. 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


On  peut  d'ailleurs  étudier  complètement  cette  courbe  en 
la  coupant  par  des  droites  pivotant  autour  de  l'origine  ; 
mais  cette  discussion  sortirait  du  cadre  que  nous  nous 
sommes  tracé. 


328  CHAPITRE    XVI 


Représentation  parabolique  de  la  eourïje 
à  l'origine 

318.  Toute  l'étude  que  nous  venons  de  faire  des  courbes 
dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  est  fondée  sur  ce 
théorème,  que  les  valeurs  de  y  peuvent,  dans  ce  voisinage, 
être  développées  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  et  positives  de  x.  Il  importe  de  donner  les  pre- 
miers termes  de  ces  sériés.  Pour  cela,  remarquons  que  nous 
avons  posé 

y  =   (X,  +  s)  X  (44) 

X,  étant  une  racine  de  l'équation  (34),  et  que  tout  l'esprit  de 
la  méthode  a  consisté  à  trouver  la  limite  du  rapport  -■-  =  M. 
On  tire  de  là 

'  =-  \m)  ' 

y  r=  l,-x  -\--^x^+i^  _  (45) 

M'« 

et  c'est  la  solution  du  problème,  lorsque  les  diverses  valeurs 
dey  —  Ajj:  n'ont  pas  la  même  valeur  principale.  Dans  le 
cas  contraire,  on  pourra  poser 

£   =   £     -j-   £    , 

c'  étant  la  valeur  principale  qui  vient  d'être  calculée,  et  z" 
une  nouvelle  inconnue  qui  se  déterminera  en  fonction  de 
l'infiniment  petit  x,  comme  précédemment.  En  répétant 
cette  opération  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire,  et  subs- 
tituant -  dans  (44),  on  obtient  finalement  la  valeur  de  y 
sous  la  forme 

y  =  AiX  +  Ka7«  -f  hxi!'  4-  ...  (46) 

les  exposants  a,  [i,  ...,  étant  positifs  et  croissants. 
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Ce  calcul  peut  être  traduit  par  l'énoncé  géométrique  sui- 
vant :  «  Dans  le  voisinage  d'un  point  singulier,  chaque 
branche  de  courbe  peut  être  remplacée  par  un  arc  de  para- 
bole facile  à  construire  ;  Téquation  de  cet  arc  de  parabole 
est  Téquation  (46).  » 

319.  Ainsi,  dans  l'exemple  du  n°  312  bis^  on  trouve 
comme  valeur  principale  de  e 

e'  ^  a?, 

posant  alors,  parce  que  les  deux  branches  ne  sont  pas  encore 
séparées, 

y  =:z  X  -{-  œ'^-  -\-  e"x, 

on  trouve 

3 

d'où  enfin  les  deux  brandies  représentées  par  l'équation 

y  =z  X  -\-  x^  ±  x^  \]x. 

320.  Enfin,  dans  l'exemple  du  n"  317,  on  a  trouvé,  pour 
la  branche  tangente  à  0^, 

et  la  parabole  auxiliaire  a  pour  équation 


y  j^2 

Pour  la  branche  taneente  à  la  droite 


on  a  posé 

3/  =  (2  +  ^)  ^' 


d'où 


^=8 
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ce  qui  donne  la  parabole 

Are,  taiiyeiite,  asymptote  et  normale 
en  coortlonnées  polaires 

lyjil.  Arc.  —  Pour  obtenir  la  différentielle  de  l'arc  en 
coordonnées  polaires,  il  suffit  de  poser 

X  =   p  COSO), 

y  =  p  sinco, 
d'où 

dx  =  ces  M  c/p  —  p  sin  m  c/co, 
dy  =  sin  (.0  dp  -\-  p  cos  w  dw. 

Faisant  la  somme  des  carrés  et  ajoutant,  on  trouve 

ds'-  =  dp-^  -I-  p^-doy'K  (47) 

tyj^2.  Tangente.  —  L'équation  d'une  droite  en  coordon- 
nées polaires  est 

i 

-  =:  A  sinco  -|-  B  cosco.  (48) 

P 

Exprimons  que  cette  droite  passe  par  les  deux  points  de  la 
courbe  infiniment  voisins,  qui  ont  pour  coordonnées  r,  a  et 
r  -\-  dr,  7.  -\-  doc;  nous  avons  les  conditions 

1 

-  =  A  sin  a  +  B  cos  a,  (49) 

— ; — —  =  A  sin  (oc  4-  dru)  -f-  B  cos  (a.  4-  da), 
r  -\-  dr  \      I        /    I  \      \        I 

dont  la  dernière    peut  être   remplacée  par  celle   qu'on  en 
déduit  en  en  retranchant  l'équation  (49),  et  divisant  par  ofa, 

11 


r  -\-  dr       r sin  (g  -{-  da)  —  sin  a       ^^  cos  [t  -f-  di)  —  cos  a 

oJot  d<x  da. 
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OU  encore 


=  A  ces  X  —  B  sin  a. 


(50) 


Éliminant  A  et  B  enlre  (48),  (49)  et  (50),  nous  obtenons 
l'équation  de  la  tangente  au  point  /•,  x  : 


sni  oj 


siiia 


ces  a 


ces  CD 


COSoc 


sm  y. 


0, 


ou  en  développant 


i     1 

/1\ 

/ 

-  =:  -  ces    co  - 

-  ^■)  + 

r 

sin  (co 

p        r 

\'V 

(31' 


On  déduit  de  là  la  sous-tangente  en  faisant  m  =  y.  -\-  ^-  d'oii 


i 


iV 


sous-tang 

En  faisant  p  =  co  ,  on  aura  la  valeur  wj  de  (.>,  qui  définit  la 

1 


direction  de  la  tangente 


tang(co, 


Appelons  V  l'angle  de  la  tangente  et  du   rayon   vecteur 
mené  au  point  de  contact  ;  nous  aurons 


w,  —  a, 


d'où 


tangY  =  --  (52) 

iyj,ly.  Soit,   par  exemple,  la  spmile  logarithmique,  qui   a 
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pour  équation 

La  formule  (52)  donne 

1 

tanoc  V  =  —  • 

^  m, 

Donc  la  spirale  logarithmique  coupe  tous  les  rayons  vec- 
teurs issus  du  pôle  sous  un  angle  constant. 

824.  Asymptote.  —  Soit  a  l'angle  polaire  qui  définit  une 
direction  asymptotique,  c'est-à-dire  l'angle  fait  avec  l'axe 
polaire  Oi^,  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  pôle  0  au  point 
rejeté  à  l'infini.  L'asymptote  correspondante  peut  être  con- 
sidérée comme  une  tangente  dont  le  point  de  contact  est 
rejeté  à  l'infini;  l'équation  (51)   donnera  donc  immédiate- 

1 
ment,  en  y  faisant  -  =  o,  l'équation  de  l'asymptote 


'^        ^^^'    sin(co  — a).  (52) 


Mais  nous  avons  vu  qu'il  n'est  pas  toujours  permis  de 
considérer  l'asymptote  comme  limite  des  positions  d'une 
tangente.  Revenons  donc  à  la  définition  de  l'asymptote. 


Soit  toujours  a  l'angle  polaire  définissant  la  parallèle  OH, 
menée  par  le  pôle  à  l'asymptote  AB.  Par  définition,  la  dis- 
tance MQ,  du  point  M  à  AB,  doit  tendre  vers  zéro.  Menons 

par  0  une  droite  qui  fasse  avec  Oj:  l'angle  a  -(-  ^  ;  cette  droite 
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coupe  l'asymptote  en  un  point  C,  qu'il  suffit  de  connaître,  et 

que  nous  définirons  par  le  segment  dirigé  OC  =  d.   Puisque 
MQ  tend  vers  zéro,  d  sera  la   limite   de  la   projection   du 

rayon  vecteur  OM  ou  p  sur  OK,  c'est-à-dire  qu'on  aura 


d  =z  lim  p  ces  (  a  -f-  -  —  (0  jj 


ou 


d  =  limp  sin(oj  —  a),  (53) 

et  pour  équation  de  l'asymptote 


1       1    .    , 

-  =  -  sniiw 
p       d        ^ 


3^5.  11  est  intéressant  de  montrer  que  les  formules  (52) 
et  (53)  conduisent  bien  au  même  résultat,  en  général.  En 
etï'et,  remarquons  que  si,  dans  la  formule  (52),  nous  faisons 

M  =  y.  -\~  '-^1  nous  obtenons  la  valeur  de  f/,  c'est  l'inverse  de 
(  -  )    ;  tout  revient  donc  à  démontrer  que 

lim  p  sin  (co  —  a)  ^         ,  • 


Or  on  peut  écrire,  puisque -=  o. 


sui   to  —  a 


.     ,              ,         Sin   co  —  a               co  —  a 
p  sm(o3-o'.)= ^ =  — ^ Y 

P  i C 


et  la  limite  du  second  membre  esl  bien  (  -  )  -La  seule  con- 
dition  pour  que  cette  démonstralion  soit  acceptable  est 
(jue  (-)    ait  une   limite   bien  déterminée  lorsque   w   tend 
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vers  a,  c'est-à-dire  que  la  tangente  ait  une  position  limite. 
C'est  la  condition  déjà  trouvée  (n°  302). 

32G.  On  pourrait  se  demander  ici  ce  qu'il  advient  lorsque 
l'équation  de  la  courbe 

F  (p,  <.)  =  0, 

dont  la  difîérentiation  est  nécessaire  pour  obtenir  la  déri- 
vée  ^-'  donne  pour  cettedérivéeuneexpressionindéterminée. 

«0) 

Mais  cette  étude,  peut-être  intéressante  comme  exercice  de 
géométrie,  ne  révélerait  pas  d'autres  faits  analytiques  que 
ceux  auxquels  nous  a  conduits  l'étade  d'une  courbe  autour 
d'un  point  singulier  en  coordonnées  rectilignes.  Il  n'y  a  donc 
pas  lieu  d'insister. 

327.  Normale.  —  L'équation  de  la  normale  s'obtient  en 
cherchant  la  droite  passant  par  le  point  ?■,  a,  et  qui  est  per- 
pendiculaire à  la  tangente.  On  trouve  aisément 

11  1    . 

-  r=  -  ces  (oj  —  a)  -j ;  sin  (w  —  a). 

p         r  /    '    ^.         \ 

Pour  avoir  la  sous-normale^  on  fera  o}  =  a  +  ^'  ce  qui  donne 

P  =  ?■'. 

Ainsi,  dans  la  spirale  (V Archimède ^ 

p   :^  «co, 

la  sous-normale  est  constante. 


Coordonnées  tancientielles 

328.  La  remarque  du  n°  326  s'applique  textuellement  à 
l'équation  tangentielle 

?  (•«,  v)  —  o. 
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La  dilFérentiation  de  cette  équation,  qu'amènera  nécessai- 
rement Tinterprétation  géométrique,  conduira  à  des  distinc- 
tions dans  les  propriétés  de  la  courbe  représentative  ;  mais 
les  faits  analytiques  concernant  la  fonction  !p(«,  v)  ne  seront 
pas  nouveaux.  —  Je  montrerai  seulement,  par  un  exemple, 
combien  les  mêmes  faits  analytiques  peuvent  donner  lieu 
à  des  interprétations  géométriques  ditïérentes.  En  coordon- 
nées cartésiennes,  le  fait  qu'un  système  de  valeurs  Xq,  ijq 
annule  simultanément  la  fonction  f[x,  y),  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre />  exclusivement,  s'est  tra- 
duit par  le  langage  suivant  :  En  un  point  singulier,  la  courbe 
ci p  tangentes  distinctes  ou  confonlues,  distinctes  ou  imagi- 
nairr's.  En  coordonnées  tangentielles,  si  ?^^J,  v^  annulent  simul- 
tanément la  fonction  cp  (^^^')  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p 
exclusivement,  voici,  en  admettant  que  les  droites  de  coor- 
données «,  V  soient  les  tangentes  d'une  courbe,  quelle  sera 
l'interprétation  géométrique  :  toute  tangente  singulière  est 
touchée  par  la  courbe  en  />  points  distincts  ou  confondus, 
réels  ou  imaginaires.  Ainsi,  tandis  qu'un  point  d'intlexion 
n'est  pas,  au  point  de  vue  cartésien,  un  point  singulier,  la 
tangente  au  point  d'intlexion,  en  coordonnées  tangentielles, 
est  une  tangente  singulière.  Au  contraire,  si  le  point  de 
rebroussement  de  première  espèce  est,  en  coordonnées  car- 
tésiennes, un  point  singulier,  la  tangente  de  ce  point,  en 
coordonnées  tangentielles,  est,  en  général,  une  tangente 
ordinaire. 

3ii9.  D'ailleurs  on  verra,  dans  le  chapitre  suivant  (n°  361), 
que  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  n'est  pas  autre  chose 
que  l'équation  ponctuelle  d'une  courbe  intimement  associée 
à  la  première  et  que  les  propriétés  de  l'une  se  déduisent 
aisément  des  propriétés  de  l'autre;  en  particulier,  les  faits 
à  apparence  un  peu  paradoxale  que  nous  venons  d'énoncer 
se  trouveront  expliqués. 
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COURBES  PLANES  [suite)  :   CONTACT,  ENVELOPPES 
OSCULATION,  COURBURE 


Définitions 


330.  On  dit  que  deux  courbes  ont  en"  un  point  un  contact 
du  n™'  ordre  si  elles  ont,  outre  ce  point,  n  autres  points 
communs  infiniment  voisins  du  premier. 

331.  Une  courbe  d'ordre  wz  est  dite  oscuiatrice  en  un 
point  à  une  courbe  d'ordre  p  [p  >>  m),  lorsqu'elle  a  avec 
cette  courbe  un  contact  de  l'ordre  le  plus  grand  possible 
compatible-  avec  le  nombre  d'arbitraires  que  son  équation 
renferme. 

Ainsi  une  tangente  doit  être  considérée  comme  oscuia- 
trice à  la  courbe  en  un  point  ordinaire,  parce  que  deux 
points  (infiniment  voisins,  ici)  suffisent  à  déterminer  une 
droite.  Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  le  contact  delà  tangente 
et  de  la  courbe,  au  point  simple,  soit  d'ordre  supérieur  au 
second  :  c'est  ce  qui  arrive  âux  points  d'inflexion. 

Pour  déterminer  un  cercle,  il  faut  trois  points;  donc,  en  un 
point  d'une  courbe,  il  y  a  toujours  un  cercle  osculateur.  Ce 
cercle  a  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre.  Excep- 
tionnellement ce  contact  peut  être  d'ordre  plus  élevé  ;  ainsi, 
au  sommet  A  d'une  ellipse,  un  cercle  tangent  en  A,  qui 
passe  par  un  point  B  infiniment  voisin  de  A  sur  l'ellipse, 
passera  aussi  par  le  symétrique  B'  de  B  par  .rapport  à  l'axe  ; 
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il  aura  donc  avec   l'ellipse  quatre  points  communs,   deux 
en  A,  plus  B  et  B'  ;  le  contact  sera  du  troisième  ordre. 

Par  contre,  s'il  y  a  inflexion,  le  cercle  oscu- 
laleur  dégénère  en  ligne  droite.  La  parabole 
osculatrice,  en  un  point  d'une  courbe,  sera  dé- 
terminée par  quatre  points  infiniment  voisins, 
c'est-à-dire  aura  avec  la  courbe  un  contact  du, 
troisième  ordre;  l'ellipse  osculatrice  présentera 
un  contact  du  quatrième  ordre,    et  ainsi  de  suite. 

332.  L'objet  du  chapitre  actuel  est  de  chercher  les  con- 
ditions analytiques  de  contact  et  d'osculation  et  d'étudier 
quelques  questions  se  rattachant  à  ce  problème. 

Conditions  de  contact 

333.  Soit  une  courbe  C 

/■(^^y)  =  o,  (1} 

et  une  seconde  courbe  C'dont  nous  supposerons  les  coordon- 
nées exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t 

y  =  •}  (J)  ^  ^^^ 

Nous  allons  exprimer  que  les  ;i  -h  l  points  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  du  paramètre 

sont  sur  la  courbe  C.  Posons 

les  conditions  seront 

F!7„-HA,O^FUo)  +  A,/oF^(g  +  -.-+t^^y..n^'"'^^»)+ •••"'"' 
f^;^,  +  A.A)-F(0  +  A,g7'(g  +  ...-fj-|f^F'''i'0  +  ---=o, 
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Retranchons  la  première  équation  des  suivantes  et  divi- 
sons-les respectivement  par  A^^fg,  A^/q,  •••;  puis  faisons 
tendre,  dans  la  seconde,  A^éq  vers  zéro,  de  manière  qu'elle 
se  réduise  à 

F' (g  =o; 

retranchons  alors  F' {t^^)  des  n  —  2  équations  restantes,   et 

divisons-les  respectivement  par —^5  ~9^'   •••'    P"^^   faisons 

tendre  A^^q  ^^^^^  ^^""^  ^^  manière  à  réduire  la  première  de 
ces  équations  à 

F"(g  =  o; 

répétons   cette   opération   jusqu'à   épuisement  des   ?i   -h  1 
équations;  nous  aurons  finalement  les  conditions  cherchées 

F(g=:o,     F'(g  =  o,     F"(/,)  =  o,     ...,     F"0(g  =  o.(3) 

.•Î34.  Si  maintenant  la  courbe  G  et  la  courbe  G'  sont 
données  par  des  équations  telles  que 

y  =  tx  [oo]-  (S) 

En  remplaçant  la  seconde  par 

y  =  n  (0, 

on  rentrera  dans  le  cas  précédent.  Ici  l'on  aura 
et  par  conséquent  les  conditions  cherchées  seront 

f"  {ooo)  =  n  (^o) 
rK)  =/"i(^o) 


f'^'  (^o)  =-  f^^  M 
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335.  Entin   si  les  deux   courbes  sont    données    par  les 
équations 

il  faudra  d'abord  quele  point  {x^^,  ?/,,  =  Yq)  satisfasse  aux  con- 
ditions 

il  faudra  ensuite,  en  considérant  x  comme  la  variable  indé- 
pendante, exprimer  que 

7/"     —   Y" 

i/o    —    1  0 

(II)  —  Y(«) 

Or  on  a,  en  différentiant  les  équations  (6)  n  fois, 

^x  ^y  ^x    ^         ^\ 

;      ?V  ^if  y2f  ^f 

r4  +  V  ^  +  y'-  T^>  +  /  r  =  O' 


Entre  les  deux  premières,  on  pourra  éliminer  y^,  qui  est 
égale  à  Y^  ;  y'  étant  donnée  par  une  de  ces  deux  équations^ 
on  portera  sa  valeur  dans  les  deux  suivantes,  et  l'on  élimi- 
nera entre  ces  deux  équations  yl  =  Y,',.  De  proche  en  proche, 
on  obtiendra  les  conditions  cherchées 


Remarque.  —  Tout  ce  qui  précède  suppose  les  dérivées 
non  toutes  nulles,  c'est-à-dire  le  point  simple  sur  chacune 
dès  courbes. 
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.•$.'56.  Théorème.  —  Si  ileux  courbes  ont  un  contact, 
d'ordre  n  en  un  poi)it  ordinaire  M,  on  peut  trouver  deux 
points  N,  Nj,  infiniment  voisi?is  de  Mépris  l'un  sur  la  première 
courbe^  l'autre  sur  la  deuxième,,  et  tels  que  leur  distance 
soit  d'ordre  n  -^  \.  au  moins  par  rapport  à  MN. 

Soient  en  effet 

y  =  /{x),   ,     (C) 

les  équations  des  deux  courbes;  j^q,  y^,  les  coordonnées 
du  point  M  de  contact;  j-,  y,  celles  d'un  point  N  de  (C), 
oCj,  /y,,  celles  d'un  point  Nj  de  (Cj).  Ou  peut  toujours  sup- 
poser les  axes  choisis  de  manière  que  Taxe  des  //  fasse  un 
angle  fini  avec  la  langente  commune  en  M.  Alors  la  dislance 
MN  se  projette  suivant  un  infiniment  petit  x  —  j\i,  de  même 
ordre  que  MN.  Nous  choisirons  N,,  tel  que 

La  distance  NN|  sera  ainsi  égale  au  module  de  y  —  //,, 
c'est-à-dire  à 

I  r{x)  -  r[x,)  I . 

Or  on  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

ax)  =  r{x,)  -^{x-  X,)  r  (av)  + ...  +  r^Y~k  ^""'^^^ 

(  r V  ]"  +  ' 

^  1  .  :>  ...  («+  ir  ^"^o'  ^  •••     ^'' 

n  G^'i)  =  /.  (^o)  +  (^',  -  â'o)  /■.  i^oi  +  -  +  ^f  ;  ~  ;';"|^'  rr'M 


{^'  -^  -^'n 


\n+  I 


Comme 

X  z=  X 


+  r.  2 ...  [il  -h  i)^i""'(-^û)-i- 
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fit  que  les  conditions  de  contact  sont 

/■'(«'o)=/'.'K), 

la  soustraction  des  équations  (7)  et  (8)  donnera 
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r[x)-r(œ,) 


JJC  Xy^) 


n  -\-\ 


1  .  2  .  3  ...  n-j-  1 


[r"  +  ^)fa;,)-/-i''  +  ^)(a.,)]  +  ..., 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  faut  remarquer  que  le  second  membre  change  de  signe 
avec  X  —  .r,,,  si  n  est  pair.  Donc  les  courbes  se  traversent  au 
point  M  si  leur  contact  est  d'ordre  pair,  et  ne  se  traversent 
pas  dans  le  cas  contraire. 

.*$.37.  Réciproquement,  ù  Von  peut  trouver  sur  deux 
courbes,  qui  ont  un  point  commun  ordinaire  M,  deux:  points 
N  et  Nj,  infiniment  voisins  de  M,  et  tels  que  leur  distance 
NN^  soit  d'ordre  n  -\-  \^  par  rapport  à  MN,  les  deux  courbes 
ont  im  contact  d'ordre  n.  Pour  le  démontrer,  on  prendra 
l'axe  des  //  parallèle  à  NN^  ;  on  supposera  les  équations  des 
courbes  sous  la  forme  (4)  et  (5),  et  il  restera  à  exprimer  que 
f{x)  — f\{x),  c'est-à-dire  à  cause  de  (7)  et  (8), 

r  K)  -  n  K;  4-  ('^  -  ^o)  [f  i^-o)  -  n  («^o)]  +  - 


est  du  (n  +  l)""  ordre  par  rapport  à  ./;  —  Xq,  ce  qui  exige  que 


/•("5  [x,)  =  rr  M- 
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Ce  sont  bien  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'il  y  ait  contact  du  n™''  ordre. 

338.  Par  exemple,  la  distance  d'un  point  M'  d'une  courbe 
à  la  tangente  au  point  M  infiniment  voisin 
est  infiniment  petite  du  second  ordre,  si  l'on 
prend  comme  infiniment  petit  principal  la 
distance  des  deux  points   de   la   courbe. 

On  peut  voir  géométriquement  que  cette  dis- 
tance est,  en  tout  cas,  d'ordre  supérieur  au  premier.  En  effet, 
soit  M'P  la  perpendiculaire  abaissée  de  M',  sur  la  tan- 
gente; dans  le  triangle  MM'P,  on  a 

M'P^MM'sinM'MP, 

et  comme  le  sinus  est  infiniment  petit,  le  théorème  est 
démontré. 

Soit  N  le  point  d'intersection  de  MT  et  de  MT'.  Les 
deux  angles  en  M  et  M'  du  triangle  NMM'  sont  en  général 
de  même  ordre,  ainsi  que  l'angle  TNT',  qui  est  égal  à  leur 
somme.  On  verra  bientôt  que  ce  dernier  angle  est  générale- 
ment du  premier  ordre;  il  en  est  de  même  de  TMM',  et  M'P 
est  du  second  ordre. 

339.  Il  est  essentiel  d'insister  sur  ce  que  le  point  doit 
être  ordinaire  sur  chacune  des  courbes.  Ainsi,  dans  le  voi- 
sinage de  l'origine,  pour  la  courbe 

la  distance  d'un  point  M  de  la  courbe  à  la  tangente  en  0, 
c'est-à-dire  à  l'axe  des  x^  est  représentée  par  l'ordonnée  y.  L'élé- 
ment d'arc  ds  a  pour  différentielle  \Jx^-  -|-  y~  =  \jx-  -\-  x^  =  x^ 
en  se  bornant  à  la  valeur  principale  ;  or  l'équation  de  la  courbe 
donne 

3 

y  =  x^. 

3 
Donc  la  distance  à  la  tangente  est  d'ordre   -  etnon d'ordre 2. 
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Les  démonstrations  données  au  commencement  du  cha- 
pitre ne  conviennent  plus  ici  ;  la  formule  de  ïaylor  ne 
s'applique  plus,  la  dérivée  seconde  de  l'ordonnée  étant 
infinie  à  l'origine. 

340.  Comme  application,  cherchons  les  tangentes  aux 
podaires.  On  sait  qu'on  appelle  ainsi  les  courbes,  lieux  des 
projections  orthogonales  d'un  point  fixe  0  sur  les  tangentes 
à  une  courbe  (G).  Soient  MT,  MT',  deux  tangentes  à  la  courbe 
(G),  M,  M',  leurs  points  de  contact,  P,  P',  les  projections  de  0 
sur  ces  tangentes.  Il  faut  troïiver  la  position  limite  de  PP', 
lorsque  M' tend  vers  M.  Mais  PP'  est  évidemment  du  premier 
ordre  par  rapport  à  MM'.  Soit  MP"  la  parallèle  à  M'P'  menée 
par  M,  P"  son  point  d'intersection  avec  OM';  PP"  est  du 
second  ordre,  d'après  ce  qui  précède,  et  il  en  est  de  même 
de  l'angle  P'PP  ".  La  position  limite  de  PP"  est  donc  la  même 
que  celle  de  PP';  c'est  la  tangente  en  P  à  la  circonférence 
décrite  sur  OM  comme  diamètre. 


Cercle   oscillateur 

341.  Proposons-nous  de  déterminer  le  cercle  osculateur 
à  une  courbe  définie  par  les  équations 


Soit 


(9) 


l'équation  du  cercle  osculateur;  les  conditions  (3),  prises  en 
nombre  égal  au  nombre  des  inconnues  a,  ji,  R,  seront  ici, 
en  écrivant  .r,  y,  au  lieu  de/(/,i;,  ?(^(i)?  et  désignant  les  déri- 
vées par  des  lettres  accentuées, 

(a;-x|^  +  (//-;5r=  W  \ 
(a;  —  a)  a-' +  (// —  fi)  .(/ =  0     '/       ilU) 
(.r  —  7.)  x"  +  {]/  —  B)  //"  +  :r'-  +  //'-  ^-  o 
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La  seconde  de  ces  équations  montre  que  le  centre  (a,  ^S)  du 
cercle  se  trouve  sur  la  normale  à  la  courbe^  en  x  et  y,  et  la 
troisième  y  que  ce  centre  se  trouvée  aussi  sur  la  normale  au 
point  infiniment  voisin. 

On  tire  des  équations  (10) 


fin 


X 

-  a 

=  y' 

x'y" 

—  ij  œ 

y 

— 

■3 

= 

—  x 

x'y" 

+  y" 

R^ 

{x" 

'  + 

y'2)3 

■  {x'ij 

''  — 

y'x'j' 

R 

_-.(£: 

^  + 

y"? 

xy    —  y  X 


(12) 


Si  X  est  pris  comme  variable  indépendante,  la  dernière 
formule  s'écrit 


3 
0—12 


V + (lyj 


R  =  i^ — ^;""  -^  •  (13) 

d  y 

dx'^ 

Le  centre  du  cercle  osculateur  s'appelle  aussi  centre  de 
courbure;  et  l'on  désigne  souvent  son  rayon  sous  le  nom  de 
rayon  de  courbure.  On  verra  bientôt  la  raison  de  ces  déno- 
minations, et  nous  admettrons  provisoirement  que  les  signes 
des  seconds  membres  dans  les  formules  (12)  et  (13)  sont 
positifs. 

Des   développées 

342.  On  appelle  développée  d'une  courbe  plane  le  lieu  de 
ses  centres  de  courbure.  Voici  quelques  exemples  importants. 

343.  Soit  à  chercher  l'équation  de  la  développée  de  la 
parabole 

y'^  =  '^p.V. 
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Prenons  .2- comme  variable  indépendante,  et  calculons?/,?/"  : 

, dy  'p 

dx       y' 
d'^y  p^ 


y 


dx^ 


y" 


En  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (11),  on  obtient, 
pour  les  coordonnées  du  centre  L  de  courbure, 


a  zz:  '6x  -\-  p, 
p- 


En  éliminant  x^  y,  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la 
parabole,  on  trouve  l'équation  cbercbée 


(i^  = 


—  vY 


27        p 


FiG.  31. 

3;44.   On   trouverait    de    même,  pour  la   développée  de 
IV/Zi/jse, 

«2   i-  ^,2    -  1' 

la  courbe  {fig .  32)  qui  a  pour  équation 


fl)V(f)"  =  '. 
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et  pour  la  développée  de  l'hyperbole 


ÎL  _  r  _.  . 


la  courbe  [ficj .  33),  qui  a  pour  équation 


2 


1. 


FxG.  33. 


345.    Cherchons    enfin    la    développée    de    la    cychnde 
y  286) 

i     X  ^=  a  [i  —  sin^), 

I       y  =  (7  (1   —  COS^), 
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on  a  successivement 

I  x'  =  rt(l  —  cos^), 

I  y'  =^  a  sin  t  ; 

I  a?"  =  «  sin  t, 

I  y"  =  a  cos  t. 

Portons  ces   valeurs   dans  les   formules   (H);    les   coor- 
données du  centre  N  de  courbure  deviennent 

j     0L=::  X  -\-  2a  sin  t  =  a{t  -\-  sin  t), 

I     p  ^  y  —  2a  (1  —  cos  t)  =  ^  a{l  —  cosv^). 

Posons 

f    =    T    +    TT, 

a  =  X  -|-  «71, 
p=Y— 2rt. 

La  développée  se  trouve  définie  par  les  équations 

X  =  «(T  — sinT), 
Y  =  a  (i  —  cosT)  ; 


y 

Y 

Q 

G 

C 

; 

i^iT] 

T 

~^ 

W, 

'  A 

( 

iô'N 

D 

jp 

X 

L         1 

R 

E 

X 

FiG.  34. 


c'est  donc  une  cycloïde  égale  à  la  cycloïde  proposée,  et  l'on 
voit  aisément  que  MH  =  HN. 

Îi46.  Théorème.  —  La  développée  d'une  courbe  touche 
toutes  les  noi^males  de  la  courbe  au  centre  de  courbure  corres- 
pondant. 
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En  effet  différentions  la  deuxième  équation  (10)  en  y  con- 
sidérant Xj  y,  a,  ;3  comme  des  fonctions  de  ^,  et  désignons 
toujours  par  des  lettres  accentuées  les  dérivées  par  rapport 
à  /.  Nous  obtenons,  en  divisant  par  dt, 

[00  -  «)  x"  +  (2/  -  P)  y"  +  [oo'  -  a')  X'  +  [y'  -  f)  y'  =  o,     (14) 
et  en  retranchant  cette  équation  de  la  troisième  équation  (10) 

aV  +  py  =  o.  (15) 

Cette  équation  exprime  que  la  tangente  au  point  M.{x,  y) 
de  la  courbe,  dont  l'équation  est  (n°  287) 

Y  —  V      X  —  X 


dy  doc 

dt  dt 

est  perpendiculaire  à  la  tangente   au  point  a,  [ù  de  la  déve- 
loppée, qui  a  pour  équation 

Y  —  8        X  —  a 


rfjB  drj. 

dt  dt 

Gomme  on  a  déjà  prouvé  que  le  point  a,  i3  est  situé  sur  la 
normale  au  point  M,   le  théorème  est  démontré. 

347.  Théorème.  —  La  longueur  d'un  arc  quelconque  de 
la  développée  d'une  courbe  plane  e^t  égale  à  la  différence 
des  rayons  de  courbure  de  la,  courbe  donnée,  qui  aboutissent 
aux  extrémités  de  Varc  de  la  développée . 

En  effet  la  combinaison  de  la  deuxième  équation  (10),  avec 
la  dérivée  de  la  première  équation  (10),   fournit  l'équation 

a'  (a?  —  a)  +  j5'  [y  —  p)  =  —  PxR'.  (16) 

L'élimination  de  x  et  de  y'  entre  les  deux  équations  (15) 
et  (10),  oij  ces  quantités  figurent  d'une  manière  homogène, 
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conduit  à  l'équation 

a'(2/-p)-p'(a?-a)=0.  (17) 

Élevons  les  équations  1^16)  et  (17)  au  carré,  ajoutons-les, 
et  tenons  compte  de  la  première  équation  (10)  ;  il  vient 

«'2    _|_    ri'2   :=  R'2. 

Or  soit  a  la  longueur  d'un  arc  de  développée,  compté  à 
partir  d'une  origine  arbitraire;  on  aura  (n°  283) 


\clt)         \dt)   ~^\dtj  ' 


ou 


d<j\'     _   o'2 


■n 

d(s 


,  —  ±  R'. 

dt 


Si  R'  ne  s'annule  pas,  on  peut  fixer  un  signe  (qui  dépend 
du  sens  dans  lequel  on  compte  les  arcs  croissants)  et  écrire 
par  exemple 


—  =r:  R' 


D'où 


.0  =  R  -  Ro- 


Cette  dernière  égalité  démontre  le  théorème  énoncé. 

Remarque.  — Si  le  rayon  de  courbure  est  constant,  l'arc  de 
développée  est  nul  et  se  réduit  à  un  point.  La  circonférence 
est  donc  la  seule  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  soit 
constant. 

.*Mf).  Le  théorème  précédent  explique  le  nom  de  déve- 
loppée, donné  au  lieu  des  centres  de  courbure.  Enroulons 
en  eiïet  un  fil  sur  la  développée,  de  manière  qu'un  de  ses 
points  soit  fixé  en  C,  et  tendons-le  de  manière  qu'il  se  détache 
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de  la  courbe  en  Gq,  par  exemple  ;  il  a  à  ce  moment  un  point 
en  Mq,  et  sa  longueur  est 

M0C0  +  arc  C^C,. 

M M. 


Développons  le  fil  :  je  dis  que  son  point  M^,  décrira  la 
courbe  proposée.  En  effet,  lorsque  son  point  de  contact  est 
en  C,  on  a,  d'après  ce  qui  précède,  et  en  appelant  M  le  point 
où  le  fil  tendu  coupe  la  courbe, 

MC  —  M^Cq  =  arc  C(,C,  —  arc  CC, , 
ou 

MC  -\-  arc  CC^  =  MqC,^  -|-  arc  CqC,  ; 

la  longueur  totale  du  fil  n'a  pas  changé, 

La  courbe  lieu  de  M  prend,  par  rapport  à  l'autre,  le  nom 
de  développante.  Ce  qui  précède  l'ournit  le  moyen  mécanique 
de  tracer  les  développantes  d'une  courbe  quelconque;  géo- 
métriquement, ce  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  tan- 
gentes à  cette  courbe. 

Des  enveloppes 


350.  Lorsque,  dans  l'équation  d'une  courbe,  figure  un 
paramètre  susceptible  de  recevoir  une  infinité  de  valeurs, 
toutes  les  courbes  obtenues  en  faisant  varier  le  paramètre 
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constituent  une  famille  de  courbes.  Ainsi  l'équation 

'  ax  -\-  hy  ■\~  c  -{-  \  [ax  -}-  b'y  -\-  c)  =r  o,  (18) 

oii  A  désigne  un  paramètre  variable,  représente  la  famille 
des  droites  qui  passent  par  le  point  commun  aux  droites 

ax  -\-  by  -\-  c  ^=  o,  a'x  -\-  b'y  -\-  c'  =^  o.  (19) 

De  même  l'équation 


y  =  mx  +  R  \]m^  -f  1  ,  (20) 

où  m  désigne  un  paramètre  variable,  représente  la  famille 
des  tangentes  au  cercle  dont  l'équation  est 

x'-^y^^  KK  (21) 

351.  Gela  posé,  considérons  une  équation 

f{x,  y,  À)  =.  o,  (22) 

dont  le  premier  membre  soit  une  fonction  bien  déterminée 
des  coordonnées  cartésiennes  x  et  //,  et  d'un  paramètre 
variable  a. 

Pour  une  valeur  particulière  a  de  ce  paramètre,  l'équation 
(22)  représentera  une  courbe  particulière  G  ;  et,  si  on  attri- 
bue ensuite  au  paramètre  une  autre  valeur  X  +  A  a,  on 
ol)tiendra  une  nouvelle  courbe  G',  dont  l'équation  est 

r{x,  y,  l  +  AX)  =  o.  (23) 

Désignons  par  ?n,  ?n\  ...,  les  points  où  la  seconde  courbe 
coupe  la  première  ;  on  nomme  poi?il s  caractéristiques  de  la 
courbe  c'  les  positions  limites  M,  M',  ...,  que  prennent  les 
points  /;/,  m\  ...,  lorsque  a  tend  vers  zéro. 

Il  est  aisé  de  prouver  l'existence  des  points  caractéristiques. 
En  effet,  les  coordonnées  des  points  m.,  m/,  ...,  vérifiant  à  la 
fois  les  équations  (22)  et  (23),  satisferont  aussi  à  l'équation 

/•(y,  a;,À-f  Aa)  -  f[x,y,\)^ 

AÀ  ^"^  ■ 
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Si  Ton  fait  tendre  zIa  vers  zéro,  cette  dernière  équation 
deviendra 

^J^li^  =  o,  (25) 

C'A 

et  les  solutions  communes  aux  équations  (22)  et  (25)  seront 
les  coordonnées  des  points  caractéristiques  M,  M',  ... 

Sur  chaque  courbe  de  la  famille  représentée  par  l'équa- 
tion (22),  il  y  a  donc  an  ou  plusieurs  points  caractéristiques, 
et  l'équation 

F  {x,  y)  =  o  (26) 

du  lieu  de  tous  ces  points  s'obtiendra  en  éliminant  le  para- 
mètre A  entre  les  relations  (22)  et  (25).  On  donne  à  ce  lieu 
le  nom  à' enveloppe  des  courbes  (22),  lesquelles  reçoivent  la 
dénomination  d'enveloppées. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  ce  lieu  peut  ne  pas 
exister,  ce  qui  arrive  si  a  figure  au  premier  degré  dans 
l'éqaation  (22).  Cette  équation  prend  alors  la  forme 

P  +  AQ  =  o,  (22') 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  données  à'x  et  d'y.  L'équa- 
tion (25)  se  réduit  à 

Q  =  o, 

et  les  points  caractéristiques  sont  donnés  par  les  deux  équa- 
tions 

P  =  o,        Q  =  o. 

Ils  sont  fixes  et  non  mobiles.  On  peut  encore,  si  l'on  veut, 
considérer,  par  extension,  l'ensemble  de  ces  points,  comme 
Venveloppe  des  courbes  de  la  famille  (22'),  ou  réserver  cette 
dernière  appellation  pour  le  cas  des  points  caractéristiques 
mobiles. 

o52.  Nous  donnerons  deux  exemples  d'enveloppes. 
Considérons  d'abord  l'équation 

1/  =  AX  —  ^ X-i 

•^  2p 
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qui  représente  la  parabole  que  décrirait  un  corps  pesant 
lancé  dans  le  vide,  avec  une  vitesse  constante,  sous  une 
inclinaison  variable  dont  la  tangente  trigonométrique  est  a. 
L'élimination  de   ce  paramètre  entre  l'équation  précédente 


et  sa  dérivée  1 
parabole 


X  --  =r  0,  donne  pour  l'enveloppe  une  autre 

? 

^2  _|_   223y  —  p-i  =z  O. 


Ce  problème,  résolu  par  Jean  Bernouilli  (à  la  fin  du 
xvi''  siècle),  est  le  premier  exemple  de  la  détermination  de 
l'enveloppe  d'une  famille  de  courbes. 

Le  second  exemple  sera  traité  par  des  considérations  de 
géométrie  pure. 

Le  sommet  A  d'un  angle  droit  parcourt  une  courbe  don- 
née (A);  un  des  côtés  de  l'angle  droit  passe  par  un  point 
fixe  F.  Trouver  le  point  caractéristique  sur  l'autre  côté  AB, 
et  le  lieu  de  ce  point  (enveloppe  de  AB). 

Appelons  [x  le  point  de  rencontre  de  deux  côtés  successifs 
AB,  A'B';  il  s'agit  de  trouver  la  position 
limite  de  \)..  Le  milieu  w  de  F;;,  est  sur 
la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de 
AF,  et  sur  la  perpendiculaire  au  milieu 
de  AA',  puisque  AA'  est  une  corde  du 
cercle  décrit  sur  F[j.  comme  diamètre  ; 
cette  dernière  perpendiculaire  a  pour 
position  limite  la  normale  en  A  à  la  courbe 
(A),  lorsque  A'  tend  vers  A.  La  posi- 
tion 0,  limite  de  m,  est  donc  au  point 
de  rencontre  de  cette  normale  avec  la 
perpendiculaire  au  milieu  de  AF;  et  la  limite  M  du  point  •;, 
s'obtient  en  prolongeant  FO  jusqu'à  son  intersection  avec  AB. 
C'est  le  point  caractéristique  chercbé.  Le  lieu  du  point  0  esl 
une  courbe,  dont  tous  les  points  sont  a  égale  distance  de  F 
et  de  la  courbe  (A)  ;  donc  le  lieu  des  points  caractéristiques  M 
est  une  courbe,  dont  tous  les  points  sont  équidistants  de  F, 
et  d'une  courbe  bomotbétique  de  (A)  par  rapport  à  F,  le  rap- 
port d'homotbétie  étant  égal  à  2. 


FiG.  36. 


CALCUL    IXI'IMTESIMAL. 
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En  particulier,  si  la  courbe  (A)  est  une  droite  ou  une 
circonférence,  le  lieu  obtenu  est  une  parabole  ou  une  conique 
à  centre  ayant  F  pour  foyer,  et  l'on  voit,  dans  ce  cas,  que 
les  droites  AB  touchent  la  conique  au  point  M  :  c'est  une 
propriété  bien  connue  de  la  projection  du  foyer  sur  les 
tangentes. 

353.  La  proposition  que  nous  venons  de  vérifier  sur  un 
exemple  est  générale. 

Venveloppe  (26)  est  tangente  à  chacune  des  enveloppées, 
aux  points  caractéristiques. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que  F(.t,  y)  est  identique  à 
la  fonction  f{x,  y,  a),  dans  laquelle  \  est  remplacée  par  sa 
valeur  tirée  de  (25j,  ce  que  nous  indiquerons  ainsi 

¥[x,y)^r{x,y,l):  (27) 

Cela  posé,  soit  x^,  yi,  les  coordonnées  d'un  des  points  carac, 
téristiques  de  (C);  la  tangente  à  la  courbe  (G)  au  [  oint  x^- 
^1,  aura  pour  équation 

La  tangente  à  la  courbe  (26)  au  même  point 
^F  :iF 

(^  -  ^"l)    V-  +  (^  —  2/1)  ^  =  O, 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  de  l'identité  (27)  et  en  dési- 
gnant par  A^  la  valeur  prise  par  a  quand  on  y  remplace  les 
coordonnées  courantes  par  .r^,  y^, 


^  ry(a^,,.v,,  A,)  ,  y(^ny.,  \) ^1 

(29) 


+  {y  —  y 
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Or,  A  étant  déterminé  par  l'équation  (25),   on  a  identique- 
ment 


=  o, 


et  l'équation  (29)  se  réduit  à 

_  :^/(^P^oÂ.)  _  ^/-^^n.ynÂ,)  ^  ^ 

Mais  le  point  .i^i,  ?/|,  satisfaisant  à  l'équation  (26),  \^  est  solu- 
tion commune  aux  deux  équations 

?X  ~     ' 

c'est-à-dire  qu'il  a  précisément  pour  valeur  celle  du  para- 
mètre qui  détermine  la  courbe  (G).  Les  deux  équations  (28) 
et  (30)  sont  donc  identiques,  et  les  courbes  (22)  et  (26), 
ayant  môme  tangente  au  point  (.r^,  y^),  sont  tangentes  entre 
elles. 

.•$5^.  Lorsque  toutes  les  courbes  d'une  même  famille 
passent  par  des  points  fixes,  ces  points  fixes  font  partie  de 
Venceloppe.  En  effet,  s'il  y  a  des  points  fixes  communs  à 
toutes  les  courbes  do  la  famille,  les  coordonnées  de  ces 
points,  satisfaisant  à  l'équation  (22),  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a,  vérifieront  ré(iuation  (26),  qui  comprend  tous 
les  points  pour  lesquels  les  (Vjuations  (22)  et  (25)  ont  une 
racine  commune  en  a. 

*55r>.  La  développée  d'une  courbe  est  Venveloppe  de  ses 
normales.  Supposons,  en  etfet,  que  les  coordonnées  x,  y 
d'un  point  d'une  courbe  soient  exprimées  en  fonctions  d'un 
[)aramètre  t,  et  désignons  toujours  par  des  lettres  accen- 
tuées les  dérivées  par  rapport  à  /.  L'('quation  de  la  nor- 
male an   [)oint  ./•,  y  aura  pour  équation 

(X  —  x)  x  -\-  (Y  —  y)  //'  —  <>. 
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L'enveloppe  de  la  normale  s'obtiendra  en  adjoignant  à 
l'équation  précédente  sa  dérivée  par  rapport  à  t 

(X  —  x)  x"  -j-  (Y  —  y)  y"  —  x"-  —  y"^  =  o, 

et  l'on  retrouve  ainsi  les  deux  dernières  équations  (10).  Le 
point  caractéristique  de  la  normale  est  donc  le  centre  de 
courbure,  et  l'enveloppe  des  normales  est  la  développée. 
C'est,  sous  une  autre  l'orme,  la  remarque  faite  au  moment 
oii  nous  avons  écrit  les  équations  (10). 

356.  Il  arrive  souvent  que  l'équation  de  la  courbe  ren- 
ferme ?i  paramètres  liés  par  n  —  1  conditions.  Voici  com- 
ment, dans  ce  cas,  on  trouvera  l'enveloppe  : 

Soit  d'abord  n  =  2;  l'équation  de  la  courbe  est  alors 

f{x,  y,  u,  v)  =0,  (31) 

les  paramètres  ?/  et  r  satisfaisant  à  la  condition 

o  {u,  v)  =  G.  (32) 

On  peut  concevoir  v  comme  une  fonction  de  u,  définie  par 
l'équation  (32);  l'équation  (31)  ne  contient  alors  que  le 
paramètre  2(,  et,  pour  avoir  l'enveloppe,  il  faut  à  l'équation 
(31)  adjoindre  la  suivante 


î)«        i}v  du 


=  G.  (33) 


cl  V 
Mais  -j-  est  donné  par  la  dérivée  de  l'équation  (32) 

?cp        ?©  dv 

^  +  T^  TT  =  o.  34 

ou        ov  au 

'  dv 

Eliminons  -7-  entre  les  deux  dernières  équations,  il  vient- 


du 


^'^^.  (.33; 
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L'enveloppe    s'obtiendra  en  éliminant    u  et   y   entre    les 

équations  (31),  (32)  et  (35). 

357.  On  opère  de  même  pour  n  >  2.  Soit,  par  exemple, 

f{x,  y,  H,  y,  îo)  =  G,  (37) 

l'équation  de  la  courbe,  les  trois  paramètres  k,  v,  ir,   étant 
liés  par  les  deux  conditions 


cp  (if,  u,  10)  =  G 

•l  («,  y,  îo)  =  G, 


(37) 
(38) 


Considérons   toujours   u  comme   le   paramètre   variable; 
aux  équations  précédentes  il  faudra  joindre 

-^   -f  —  u    -j-  ^  10    =0, 

ou         (JV  ow 

c>Cû      ,     tl©      ,     ,      ?C&        , 
OU  OV  ÙIO 

-^  +  c^  y   +  r-^  2/;    =  G, 
ou.  OV  010 

qui,  par  l'élimination  des  dérivées  v\  w\  donnent 


'dlO 

cVp 

^Cp 

?a> 

ht 

^ 

?^c 

^ 

^H 

^1 

G. 


(39) 


L'enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant  ?^  i\  w^  entre  les 

équations  (36),  (37),  (38)  et  (39). 
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Passage  de  l'équation  carlésieiiiie 
à  l'équation   tangentielle 

3o8.  Cherchons  renveloppe  de  la  droite 

ux  -|-  î'/y  —  1  =  o,  (u)) 

sachant  que 

cp  (7^,  V)  =  o.  (41) 

L'équation  (35),  qu'il  faut  adjoindre  aux  deux  précédentes, 
est  ici 


L'élimination  de  u,  v,  entre  ces  trois  équations,  conduira 
à  l'équation  de  l'enveloppe 

r{x,y)  =  0.  (43) 

Cette  dernière  équation  est  l'équation  cartésienne  de  la 
courbe  dont  (41)  est  l'équation  tangentielle  (n°  279). 

359.  Ce  qui  précède  donne  le  moyen  de  passer  de  l'équa- 
tion tangentielle  d'une  courbe  à  son  équation  cartésienne 
(43).  Le  problème  inverse  est  aussi  aisé  à  résoudre.  Il  suffit 
pour  cela  d'exprimer  que  la  droite  (40),  en  un  de  ses  points 
d'intersection  avec  la  courbe  (43),  est  parallèle  à  la  tangente 
en  ce  point,  dont  l'équation  est 


(^--'l  +  (^'-^)-^  =  °' 


la  condition  de  parallélisme  est 
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Les  coordonnées  du  point  de  contact  satisfont  aux  équa- 
tions (40),  (43)  et  (44);  en  les  éliminant,  on  retrouvera 
l'équation  tangentielle  (41). 

On  remarquera  l'analogie  complète  entre  les  deux  calculs 
qui  viennent  d'être  exposés. 

On  pyut  simplifier  ce  calcul.  Posons  dans  toutes  les  équa- 
tions précédentes 

puis  effaçons  les  indices.  Remarquons  ensuite  que,  si  l'on 
appelle  ?n  le  degré  d'homogénéité  de  f{x,  y,  s),  on  a  iden- 
tiquement 

^n  +  i/n  +  ^r-i  =  ^/"(-j^-,  y.  -), 

et  par  conséquent,  si  le  point  est  sur  la  courbe, 

f{x,  2/,  ^j  =  G, 

«:fx  -h  yfû  +  ^A'  =  o, 
ou 

Gela  posé,  le  systèaie  des  deux  équations  (43)  et  (4i')  peut 
être  évidemment  remplacé  par  le  suivant 

tk^tk^tL.  (43) 

H  V  10 

On  verrait  de  môme  que  le  système  des  équations  (41)  et 
(42)  peut  être  remplacé  par 

2l=^z=-^^.  (46) 

X  II  z 

:i69.  Cherchons,  par  exemple,  l'équation  tangentielle  des 
coniques 

f[x,y. z)~ k^f'  +  A'.y-  +  .V'^r^ -\- iWxy  +  2 B' zx  f  ^2B ;/3-  =  o,  (47) 
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OU,  ce  qui  revient  au  même,  la  condition  pour  que  la  droite 

ux  -\-  "^y  '\-  loz  =  o  (48) 

touche  la  conique  (47). 

D'après  le  paragraphe  précédent,  il  faut  éliminer  j:,  y,  z, 
entre  l'équation  (48)  et  les  deux  suivantes 


Aœ  H-  B"îj  -t-  B'z      B'x  +  A'y  +  B^      Bj^_  By  +  A"z 


(49) 


Si  on  égale  la  valeur  commune  de  ces  rapports  à  —  À,  et 
qu'on  chasse  les  dénominateurs,  on  aura  quatre  équations 
homogènes  entre  lesquelles  on  éliminera  x,  y,  z  et  /.  ;  le 
résultat  est 


A 

B" 

B' 

u 

B" 

A' 

B 

V 

B' 

B 

A" 

10 

ic 

V 

10 

0 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  u,  t\  w. 

361.  Nous  avons  dit,  en  terminant  le  chapitre  précédent, 
que  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  est  susceptible 
d'une  explication  ponctuelle.  Nous  sommes  maintenant  en 
mesure  d'éclaircir  ce  point. 

On  sait  que,  si 

¥  {x,y)  =  o 

est  l'équation  d'une  conique  (F),  la  droite 

aFi  +  ,8F;  -I-  yFi  =  0 

s'appelle  ia  polaire  du  point  a,  [i,  y,  par  rapport  à  la  conique. 
Si  cette  polaire  reste  tangente  à  une  courbe  donnée  (G),  son 
pôle  décrit  une  courbe  (C),  qu'on  appelle  la  polaire  réci- 
proque de  (G)  par  rapport  à  (F),  et  réciproquement  les  tan- 
gentes de  (G')  ont  leurs  pôles  sur  (G)  ;  (G')  est  l'enveloppe 
des  polaires  des  points  de  (G).  Gela  posé,  prenons  pour 
conique  (F),  le  cercle 


œ''^  -\-  y^  —  1  =  0, 


(50) 
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et  soit 

o  {œ,  y)  =  o,  (31) 

l'équation  de  la  courbe  (G),  dont  on  veut  chercher  la  polaire 
réciproque  par  rapport  au  cercle. 

A  cet  etîet,  soit  a,  (3,  un  point  de  (G),  c'est-à-dire  supposons 

9  (a,  p)  =  0.  (32) 

Sa  polaire  aura  pour  équation 

ax  -\~  '^y  —  1—0,  (53) 

et  nous  avons  à  chercher  l'enveloppe  de  cette  droite.  On  sait 
qu'il  faut  adjoindre  à  ces  deux  équations  la  suivante 

X         y 

puis  éliminer  a,  (3,  entre  les  trois  dernières  équations.  On 
reconnaît  le  calcul  qu'il  a  fallu  faire  pour  passer  de  l'équation 
tangentielle  (41)  à  l'équation  ponctuelle  (43).  Donc  si,  dans 
l'équation  (41),  on  considère  u^  v  comme  les  coordonnées 
d'un  point,  cette  équation  représentera  la  polaire  réciproque 
de  (43),  par  rapport  au  cercle  représenté  par  l'équation  (50). 
Ainsi  s'expliquent  certains  faits  à  apparence  paradoxale, 
signalés  dans  le  chapitre  précédent.  A  un  point  multiple 
muni  de  ^j  tangentes,  correspond,  dans  la  polaire  réciproque, 
une  tangente  multiple  \p  points  de  contact.  A  un  point  d'in- 
flexion où  la  tangente  a  trois  points  confondus,  communs 
avec  (G),  correspond  une  tangente  du  point  de  contact  (point 
de  rebroussement)  de  laquelle  on  peut  mener  trois  tan- 
gentes confondues  à  la  polaire  réciproque  (G'),  et  ainsi  de 
suite. 

Concavité  et  convexité 

362.  Soit  M  un  point  ordinaire  d'une  courbe,  MT  la  tan- 
gente en  ce  point,  Mj,  M.,,  deux  points  très  voisins  de  M  sur 
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la  courbe,  et  situés  de  part  et  d'autre  de  M.  Ou  dit  que  la 
courbe  est  concave  vers  les  y  positifs,  dans  le  voisinage  de  M, 
lorsque  tous  les  points  de  l'arc   M,MM^    se  trouvent,   par 

rapport  à  la  tangente,  dans  la 
même  région  que  la  parallèle  à  Oy 
menée  du  point  M  vers  les  y  posi- 
tifs. Dans  le  cas  contraire,  la  courbe 
est  concave  vers  les  y  négatifs,  ou 
convexe  vers  les  y  positifs.  Enfin, 
si  des  deux  arcs  MMj,  MMo,  l'un 
est  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
de  la  tangente,  le  point  M  est  dit 
point  cVinflexion. 

Il  est  facile  d'exprimer  les  con- 
ditions pour  que  telle  ou  telle  forme  se  produise. 

Supposons  que,  dans  le  voisinage  du  point  M,  l'ordonnée 
de  la  courbe  puisse  être  représentée  en  fonction  de  l'abscisse, 
par  une  série  de  Taylor 


FiG.  37. 


y = /"(-^o)  +  (^ — «^o)  f  (■^o)  H-  •  •  •  + 


1.2.3...n 


/•'"■[a^o-f  Q(^-^o)] 


L'ordonnée  de  la  tangente  se  tire  de  l'équation  de  la  tangente 

Y  =  /"  (a^û)  +  (^  —  ^o)  /"  (^o)- 

La  courbe  sera  concave  vers  les  y  positifs,  si  l'on  a,  de 
part  et  d'autre  du  point  Mj, 

y  —  Y  >  0. 

Soit  f''{x),  la  première  dérivée  de  y  d'ordre  supérieur  au 
premier,  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  Xq;  on  aura 


y-Y 


1  .  2  ...  p 


fiP)[a;^^e{x-x,)]. 


Si  p  est  pair,  le  premier  facteur  du  deuxième  membre 
sera  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  x  —  x.^.  Et  comme /''(.r) 
est  supposée  non  nulle  au  point  M  et  continue,  le  signe  de 
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y  —  Y  sera  celui  de  /(^)  (j^q),  c'est-à-dire  qu'on  aura,  vers  les 
y  positifs, 

concavité  si  fP  {x^  >  o, 

convexité  si  /"'''' ('^o)  <  o- 

Au  contraire,  %\p  est  impair,  y  —  Y  change  de  signe  avec 
X  —  Xq,  et  la  courbe  traverse  sa  tangente  ;  le  point  est  un 
point  crinflexion.  Par  conséqueut,  pour  qu'il  y  ait  inllexion, 
il  est  nécessaire  que 

■  f  (a?o)  ^  0  ;  (55) 

mais  l'analyse  précédente  montre  que  cette  condition  n'est 
pas  suffisante. 

3613.  Nous  avons  supposé,  pour  la  facilité  du  raisonne- 
ment, l'ordonnée  exprimée  explicitement  en  fonction  de  l'abs- 
cisse. Il  importe  de  savoir  écrire  la  condition  (55),  lorsque 
l'équation  de  la  coui'be  se  présente  sous  la  forme 

F  [x,  jj)  =0. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  deux  fois  de  suite  la  dérivée 
par  rapport  à  x^  puis  d'éliminer  yj,  entre  les  deux  équations 
ainsi  obtenues,  en  faisant  en  même  temps  y"  =^  o.  On  trouve 

(f;)'^  f^.  -  2f;f;fi,,  +  (Fii^  f;;.  .=  o.       (56) 

Telle  est  la  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  tra- 
verse sa  tangente  au  point  M.  11  est  essentiel  de  remarquer 
que  la  méthode  suivie  pour  arriver  à  cette  équation  a  sup- 
posé F,^  7^  0,  c'est-à-dire  la  taugente  en  M  non  parallèle  à  Oy. 
Cette  restriction  n'avait  aucun  inconvénient  dans  l'étude  de 
la  concavité  vers  les  y  positifs,  puisque  la  question  ne  se 
pose  pas  dans  le  cas  particulier  d'une  tangen'e  parallèle  à  0//. 
Mais  le  problème  de  Tinflexion  subsiste. 

Remarquons  d'abord  que  le  problème  de  la  concavité  vers 
les  abscisses  positives  se  traiterait  comme  le  précédent;  ce 
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n'est  qu'un  changement  de  notations.  Si  maintenant  on  veut 
en  déduire  la  recherche  des  points  d'inflexion,  on  procédera 
comme  ci-dessus,  et  la  symétrie  parfaite  de  l'équation  (56), 
par  rapport  aux  lettres  x  et  y,  prouve  que  l'on  retombera  sur 
la  même  équation  ;  (56)  est  donc  l'équation  à  laquelle  satis- 
font, dans  tous  les  cas,  les  coordonnées  des  points  d'inflexion. 

De  la  Ilessieiîiie 


364.  Si,  dans  l'équation  (56),  on  considère  j;  et  y/  comme 
des  coordonnées  courantes,  elle  représente  une  courbe  qui 
passe  par  les  points  d'inflexion.  On  voit  immédiatement 
qu'elle  passe  aussi  parles  points  multiples,  puisque  les  coor- 
données de  ces  points  annulent  F^  et  F^.  Le  lecteur  vérifiera 
aisément  le  théorème  suivant  :  introduisons  les  coordonnées 
homogènes  et  appliquons  le  théorème  d'Euler  aux  dérivées 
rendues  homogènes  de  F  (.i-,  y,  c),  c'est-à-dire  remplaçons 


-1)FX 

par 

xY%,  +  yF^,  -f  ^F^„ 

-^)F; 

par 

«^Fl.,-f-yF'>4-^F^., 

—  1)  F,' 

par 

xYl.  4-  y^lz.  -f-  ^F':2. 

Fj^-2 

F" 

F" 

J-  xz 

^U 

F"» 

F" 

F" 

1  zx 

A    ZIJ 

F'^i 

Lea  points  communs  à  la  courbe  proposée  et  à  la  courbe  (56) 
se  trouvent  aussi  sur  la  courbe  qui  a  pour  équation 


=  0.  (57: 


Cette  courbe  s'appelle  la  Hessienne  de  la  courbe  proposée, 
et  le  déterminant  du  premier  terme  s'appelle  le  Hessien  de 
la  fonction  homogène  F(^,  y,  z). 

Théorème.  —  La  Hessienne  est  le  lieu  des  points  doubles 
des  premières  polaires. 

On  a  vu  (n"  293)  que  la  première  polaire  d'un  point  a, 
(â.  Y,  a  pour  équation 

aF^  +  PF;  -f  yFi  =  G. 
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Les  coordonnées  d'un  point  double  de  cette  polair.:'  véri- 
fieront, en  même  temps  que  l'équation  précédente,  les  deux 
suivantes,  obtenues  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y: 

aF;,+  pF;;2  +  yS;3  =  o. 

En  éliminant  a,  ^3,  y,  on  trouve  bien  la  Hessienne. 

Voici  encore  deux  propriétés  de  la  Hessienne  faciles  à 
vérifier  en  prenant  pour  axes  de  coordonnées,  dans  le  pre- 
mier cas,  les  tangentes  au  point  double;  dans  le  second,  la 
tangente  au  point  de  rebroussement  et  une  droite  quel- 
conque passant  par  ce  point  : 

En  un  jjoint  double  de  la  courbe  originaire,  la  Hessienne  a 
également  un  point  double,  et  les  tangentes  des  deux  courbes 
au  point  double  sont  précisément  les  mêmes. 

En  lin  point  de  rebroussement  de  la  courbe  originaire,  la 
Hessienne  a  un  point  triple,  et  deux  de  ses  branches  g  touchent 
la  tangente  de  rebroussement,  tandis  que  la  troisième  a  une 
tangente  séparée. 

Courbure 

305.  Nous  avons  vu,  dans  les  paragraphes  précédents, 
que  les  singularités  d'une  courbe  ne  sont  pas  les  mômes, 
suivant  qu'on  se  place  au  point  de  vue  ponctuel  ou  au 
point  de  vue  tangentiel.  La  notion  de  courbure  que  nous 
avons  maintenant  à  étudier  constitue  un  lien  entre  les  deux 
points  de  vue. 

Démontrons  d'abord  que  Fangle  de  deux  tangentes  infini- 
ment voisines  est  généralement  du  jnême  ordre  que  f arc  qui 
unit  leurs  points  de  contact. 

Soit  £  l'angle  de  deux  tangentes,  qui  font  avec  ox  respec- 
tivement les  angles  V  et  V  -\-  d\  ;  on  a 

et  s  s'appelle  Va/ig/e  de  contingence. 
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Or 

17-        du 

tano-  V  =  -f-- 

^  dx 

On  déduit  de  là  en  différentiant 

1         ^  dxd-y  —  dydPx 

cos^  V         ~'  dx^ 

ou  . 

,,,        dxd'^y  —  dijd'^x  1 


dx'^  ,    ,    (dy\^ 


2 

dx) 
Donc,  enfin 

dxd'-ii  —  diid^x  ,„oN 

Soit  ^  la  variable  indépendante 

dx  =  x'dt^         d'^x  =  x'dt^^ 
dy  =  y'c//.         //-//  -^  y"di-\ 


la  formule  précédente  devient 


X  y    —  //  X 


di.  (59) 


X-  ^  y 
Or  la  différentielle  de  l'arc  a  pour  valeur  principale 


ds  =  \Jdx^  +  dy-  =  s] x"-  -\-  y"^  di.  ((îO) 

Le  tliéorème  est  donc  démontré. 

.*^66.  On  appelle  courbure  le  rapport  des  deux  iiifmi- 
ment  petits  précédents,  c'est-à-dire  le  rapport  de  l'angle  de 
deux  tangentes  infiniment  voisines  à  la  différentielle  de  l'arc. 
Nous  désignerons  cette  quantité  qui  n'est,  en  général,  ni 
nulle,  ni  infinie,  par  la  lettre  k. 

h  =  "ÙLzUÙ^.  (61) 
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Si  X  est  prise   comme  variable  indépendante,  la  formule 
devient 

k= '^ -.  (62) 


bnm 


En  comparant  la  formule  (61)  et  la  formule  (12),  on  voit 
que  la  courbure  est  l'inverse  du  rayon  du  cercle  osculateur  ; 
ainsi  se  trouvent  justifiés  les  noms  de  rayon  de  courbure  et 
de  centre  de  courbure,  donnés  au  rayon  et  au  centre  du 
cercle  osculateur.  Une  remarque  est  cependant  essentielle  : 
le  signe  de  la  courbure  est  parfaitement  déterminé,  au  moins 
une  fois  fixé  le  signe  du  radical  dans  la  formule  (60),  c'est- 
à-dire  une  fois  qu'on  a  convenu  de  faire  croître  les  arcs, 
soit  dans  le  même  sens  que  la  variable  indépendante,  soit 
en  sens  inverse.  Au  contraire,  le  signe  du  rayon  de  cour- 
bure n'a  pas  été  fixé  dans  les  formules  (12)  et  (13).  Nous 
conviendrons  d'appeler  expressément  rayon  de  courbure 
l'inverse  de  la  courbure;  la  valeur  absolue  de  ce  rayon  est 
le  rayon  du  cercle  osculateur. 

11  nous  reste  à  montrer  que  le  centre  de  courbure  est  du 
côté  concave  de  la  courbe.  Les  formules  (10),  qui  nous  ont 
servi  à  le  déterminer,  s'écrivent  en  y  prenant  .r  comme 
variable  indépendante 


^-a+(.v-fi)^.  =  0       I 


(63) 


e  sisrnes 


et  la  dernière  nous  montre  que  //  —  â  et -7^,  sont  d 

contrai  es.  (h-  nous  avons    vu  (n"  362)  que,  si  y,  est  >>  o, 

il  y  a  concavité  vers  les  //  positifs,  c'est-à-dire  que  la  courbe 
est  au-dessus  de  sa  tangente;  mais  y —  3  étant  négatif,  le 
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centre  de  courbure  est  plus  haut  que  le  point   de  contact, 
c'est-à-dire  également  au-dessus  de  la  tangente.  Même  con- 
clusion   si  -7^  est  négative  :   le  cercle    osculateur  est   du 
dx- 

même  côté  que  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente.  La 
définition  géométrique  rendait  cela  évident. 

367.  Soit -7-^  =  0  •  le  point  est  un  point  d'intlexion.  Les 
(ix^ 

formules  (63)  montrent  que,   dans  ce  cas,  y — (5  et  a:  —  a 

sont  infinies,  pourvu  que-r^  ne  soit  ni  nulle,  ni  indéterminée. 

Donc,  en  un  point  d'inflexion  simple,  la  courbure  est  nulle 
et  le  rayon  de  courbure  infini. 

La  corrélation  que  nous  avons  constatée,  entre  le  point 
d'inflexion,  qui  est  un  point  ordinaire  à  tangente  singulière, 
et  le  point  de  rebroussement  de  première  espèce  qui  est, 
en  général,  un  point  singulier  à  tangente  ordinaire,  nous 
amène  à  rechercher  comment  se  comporte  la  courbure  en 
un  point  de  rebroussement. 

Pour  cela,  reportons-nous  à  l'étude  que  nous  avons  faite 
d'une  courbe  autour  d'un  point  singulier  (chapitre  xvi,  point 
de  rebroussement  et  formule  45)  ;  nous  avons  vu  que,  dans 
ce  cas,  la  courbe  peut  être  assimilée,  au  voisinage  de  l'ori- 
gine, avec  la  courbe 

{il  —  \xf  =  \\x-'-'^"\ 

m  étant  égal  ou  supérieur  à  l'unité  et  M  étant  une  quantité 
finie.  On  pourra  donc  exprimer  les  deux  coordonnées  en 
fonction  d'un  paramètre,  en  posant 

x  =  /-, 

ij  =  11^  -\-  M/-  '■'". 

Ces  deux  expressions  substituées  dans  les  formules  (10) 
donnent  pour  la  deuxième,  en  divisant  par  t  et  faisant  ensuite 
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^  ^  0,  d'où  x=  y  =  o, 

a  +  Xp  =  G, 

et,  en  tenant  compte  de  cette  équation,  pour  la  troisième, 
divisée  par  /'"  : 

Mp  =  0. 

On  voit  ainsi  que  le  centre  de  courbure  est  aussi  à  l'ori- 
gine :  le  rayon  de  courbure  est  nul  et  la  courbure  infinie  en 
un  point  de  r  ébroua  sèment  de  preniière  espèce.  Comme,   en 

un   point  ordinaire,  ~  et  j^^  ont  des   valeurs    finies,    non 

nulles,  et  bien  déterminées,  le  rayon  de  courbure  ne  peut 
être  nul  qu'aux  points  de  rebroussement. 

Il  en  résulte  que  la  développée  d'une  courbe  passe  par 
ses  points  de  rebroussements  de  première  espèce. 

368.  Relation  entre  la  couriîure  d'une  courbe  et  celle 
DE  LA  développée.  —  Les  angles  de  contingence  aux  deux 
points  correspondants  sont  évidemment  égaux  ;  on  aura  donc, 
en  conservant  les  notations  ordinaires  et  appelant  en  outre  p 
le  rayon  de  courbure  de  la  développée 


K 


Comme  ]  f/a  |  =:  |  c/R  |  ,  nous  pourrons  écrire 


Si  le  rayon  de  courbure  passe  par  un  maximum 


donc 


^R 


P  =o; 


CALCUL    INFINITÉSIMAL. 


24 
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le  point  de  la  développée  est  un  point  de  rebroiissement  de 
première  espèce.  C'est  ce  qu'on  peut  vérifier  sur  les  exemples 
que  nous  avons  traités  ;  aux  sommets  de  l'ellipse,  de  l'hype  r- 
bole,  de  la  parabole,  de  la  cycloïde,  correspondent  des 
points  de  rebroussement  de  la  développée  et,  de  plus,  pour 
cette  dernière  courbe,  ses  points  de  rebroussements  sont 
bien  sur  sa  développée. 

369.  Considérons,  comme  seconde  application,  la  courbe 
qui  a  pour  équation 

y  =  a..   . 

Cette  courbe,  symétrique  par  rapport  à  Oj-,  offre,  à 
l'origine,  un  point  de  rebroussement  et,  à  l'infini,  un  point 
d'inflexion  parabolique. 

Posons,  pour  calculer  les  coordonnées  a,  3  du  centre  de 
courbure  et  le  ravon  R  de  courbure, 


X  = 

t\ 

y  =  t'. 

On 

tr 

ouve 

sans 

peine 

a  = 

R  - 

'2t' 

2        ' 
1 

.R  =  ^  (4  +  9/-^). 

A  l'origine,  zf  =  o,  le  rayon  de  courbure  est  bien  nul  ;  au 
point  d'inflexion  à  l'infmi,  R  ^  oo  ,  ce  qui  est  conforme  aux 
prévisions. 

370.  Démontrons  maintenant  une  formule  élégante,  rela- 
tive au  rayon  de  courbure  et  déjà  obtenue  autrement  n°  105. 

Appelons  a  l'angle  que  fait  avec  ox  la  tangente  au  point 
M,  comptée  dans  le  sens  des  arcs  croissants.  L'arc  s  étant 
pris  pour  variable  indépendante,  et  l'élément  d'arc  ds  ayant 
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pour  projection  dx^  on  a  immédiatement 

dx 


ces  a  = 


siii-/. 


ds 
dij 

7i.^ 


371 


(64) 


FiG.  38. 


d'oii,  en  difîérentiant, 


—  sin  (xdoL  =  -T-r  ds 
ds' 

COS  aax  rrr  — -—  ds. 

ds- 


Élevons  au  carré  et  ajoutons,  il  vient 

Or  da  est  précisément  l'angle  de  contingence  dont  la  valeur 

est,  comme  on  sait,  -5- 5  on  a  donc  finalement 
n 


dhiY 


J fd}x\^       ('iv\ 


(65; 


.*i71.  Différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde. 
—  Cette  question  est  une  application  immédiate  de  la  théorie 
de  la  courbure. 

Si  l'on  prend  l'arc  pour  variable  indépendante,  la  dernière 
formule  du  paragraphe  283  devient 

1  =  x-  -f  //-, 
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d'où  en  différentiant  deux  fois  de  suite 

0  =:z  X  X   -\-  y  y  1 

o  =  x"^  +  y"-^  +  x'x'"  +  y'y'". 

Cette  dernière  formule  peut  s'écrire,  à  cause  de  (65), 


X 


III \   7,2 


'"-'  +  y'"  =  -  ^^'^"'  +  y'y'")  =  ^' 


Cela  posé,  la  différence  o  entre  l'arc  A,s  et  la  corde,  dont 
les  extrémités  sont  aux  points  x,  y  et  x -\-  A.r,  y  -f  Ay  est 


0  =  A^  —  v/Aoj^  -f  Aï/-. 

Or  la  formule  de  Taylor  donne 

1  1 

!^x  =  x'ds  4-  -  x"ds^  4-  -  x"'ds^  -\~  .... 

2  6 

1  1 

^y  =  y'ds  +  -  i/ds'^  +  -  .yVs^  +  ...  ; 

d'oïl,  puisque  ds  =  A.9, 

j 

Si  l'on  tient  compte  des  égalités  établies  au  début  de  ce 
paragraphe,  et  si  on  développe  l'accolade  suivant  la  formule 
du  binôme  généralisée,  il  vient,  toutes  réductions  faites, 
pour  valeur  principale  de  g, 

S  =  i-  r-ds^. 
24 

Donc  la  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde 
est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  par  rapport  à  l'arc, 
et  son  rapport  au  cube  de  l'arc  est  égal  au  vingt-quatrième 
du  carré  de  la  courbure. 
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372.  On  démontrerait  de  même  les  formules  suivantes^  : 
La  longueur  d'une  tangente  comprise  entre  le  point  de  con- 
tact et  la  tangente  infiniment  voisine  a  pour  valeur  iwincipale 

La  différence  entre  les  longueurs  des  deux  tangentes  menées 
aux  extrémités  d'un  arc  infiniment  petite  et  terminées  à  leur 
point  de  rencontre^  a  pour  valeur  principale 

1  II    , 

k  désignant  -y-. 

V angle  de  la  corde  et  de  la  tangente  a  p)0ur  valeur  princi- 
pale 

-  hds  ; 
2 

c'est  la  moitié  de  la  valeur  principale  de  l'angle  de  contin- 
gence. 

La   différence  entre  cette  moitié   et  Fangle   précédent  a 

1 
pour  valeur  principale  —  k'ds^. 

Enfin  la  différence  entre  les  angles  que  fait  la  corde  de 
l'arc  avec  les  tangentes  à  ses  extrémités  a  pour  valeur  prin- 
cipale 

1 

-z  lids^. 
b 


Équation  intrinsèque 

373.  Dans  le  calcul  différentiel  et  intégral^  les  courbes 
interviennent    surtout    pour    faciliter    la    conception    ou 

1  Voir  une  note  de  M.  Roiiché,  qui  fait  suite  au  Traité  de  Géométrie  des- 
criptive d'OnviEK  (3'  édition). 
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renoncé  des  propriétés  relatives  aux  fonctions  de  deux 
variables.  Cependant,  tant  au  point  de  vue  mécanique  qu'au 
point  de  vue  géométrique,  l'étude  des  formes  de  courbes  a 
en  soi  tant  d'intérêt  que  nous  insisterons  encore  un  peu 
sur  ce  sujet. 

Un  des  premiers  efforts  des  géomètres  consiste  à  s'affran- 
chir de  la  sujétion  des  systèmes  spéciaux  de  coordonnées, 
pour  concentrer  leur  attention  sur  les  propriétés  qui  ne 
tiennent  pas  à  la  situation  de  la  courbe  par  rapport  aux 
axes  de  référence.  Il  est  naturel  dans  cet  ordre  d'idées,  et 
c'est  précisément  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  paragraphe 
précédent,  de  considérer  la  longueur  de  l'arc  comme  la 
variable  indépendante  :  si  l'on  connaît,  pour  chaque  point, 
la  courbure,  la  courbe  pourra  être  construite.  En  effet,  la 
connaissance  de  la  courbure  entraîne  celle  de  l'angle  de 
contingence.  Or,  si  nous  assimilons  la  courbe  à  un  polygone 
inscrit  de  côtés  égaux  à  ds,  on  pourra,  en  vertu  du  théorème 
démontré  n°  289,  considérer  le  supplément  de  l'angle  de 
deux  côtés  consécutifs,  comme  égal  à  l'angle  de  contingence 
en  leur  point  de  rencontre,  et  le  polygone  sera  entièrement 
déterminé  par  la  connaissance  de  ses  côtés  et  de  ses  angles. 
On  appelle  équation  intrinsèque  de  la  courbe  la  relation 
entre  le  rayon  de  courbure  et  l'arc 

/•(R,s)-o.  (66) 

374.  Nous  allons  vérifier  que  cette  équation  suffit  pour 
déterminer  la  courbe. 
En  effet  on  en  tirera  d'abord 

R  =  F  [s). 

Puis,  a  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  ox,  nous  avons 
vu  que  l'angle  de  contingence  avait  pour  valeur 


ch 
cl.  =  ^- 
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Si  donc  ç  est  la  fonction  déterminée  de  5,  qui  a -p- pour 
différentielle,  on  aura 


Les  coordonnées  x^   ij  du  point  M  se  déduiront  des  for- 
mules (64) 

dx  =  CCS  oids^ 
dy  =  siii  (xds. 

Les  seconds  membres  sont  connus  ;  on  déterminem  leurs 
intégrales  X,  Y,  et  Ton  aura 

Ou   —   j\.  ^i\ 

375.   Supposons,  par  exemple,  que  Téquation   (66)   se 
réduise  à 

a  étant  une  constante.  La  fonction  9  a  pour  valeur 


D'où 


a  =  '—S 
a 

dx  =  ces ds, 

a 

dy  =  sin ds, 

X  =  a  sin  (5  —  5,,), 
Y  =  —  a  CCS  (5  —  Sy), 
X  —  a?(,  ■=  a  sin  (5  —  .s„), 

y  —  2/o  =  —  «  *-^os  l^"  —  ^0 


L'élimination  de  x  s'obtient  en  ajoulant  les  deux  dernières 
relations  préalablement  élevées  au  carré;  le  résultat 

[x  —  x^y  +  (y  —  .yj^  =  d^ 
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montre  que  la  circonférence  est  la  seule  courbe  à  courbure 
constante.  Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  dans  la 
théorie  des  développées. 


Ordre,  Classe,  Genre  des  courbes    algébriques 
Formules  de  Plûcker 


376.  On  appelle  ordre  d'une  courbe  plane  le  nombre 
total  de  ses  points  d'intersection  avec  une  droite  quel- 
conque, ou  encore  le  degré  de  son  équation  en  coordonnées 
rectilignes.   Ce  nombre  sera  désigné  par  la  lettre  n. 

On  appelle  classe  d'une  courbe  plane  le  nombre  total 
des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point 
quelconque,  ou  encore  le  degré  de  son  équation  tangen- 
tielle.  Ce  nombre  sera  désigné  par  la  lettre  k. 

Nous  introduirons  encore  les  notations  suivantes 

d^  nombre  des  points  doubles, 
ï,   nombre  des  tangentes  doubles, 
r,  nombre  des  points  de  rebroussement, 
2^,  nombre  des  points  d'inflexion  ; 

et  l'objet  de  l'étude   actuelle  est  de  trouver  les  relations 
entre  ces  différents  nombres. 

377.  Nous  commencerons  par  observer  que  nous  n'avons 
pas  introduit  de  multiplicités  d'ordres  supérieurs  au  second. 
C'est  qu'on    peut,    à   l'aide    des    considérations   suivantes, 

toujours  remplacer  un  point  multiple 
d'ordre  h  par  un  certain  nombre  de 
points  doubles  :  bornons -nous,  pour 
faire  comprendre  la  méthode,  au  point 
„      ^,,  triple.  Il  suffit  de  concevoir  trois  branches 

FiG.  su.  i 

de  courbes  passant  dans  le  voisinage 
d'un  même  point  o  ;  elles  déterminent,  par  leurs  intersec- 
tions mutuelles,  trois  points  doubles.  Si  on  les  déforme  de 
manière  à  les  amener  à  passer  en  0,  le  point  triple  ainsi 
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obtenu  sera  la  réunion  de  trois  points  doubles.  On  verrait 
de  même  qu'un  point  multiple  d'ordre  h  peut  être  considéré 

comme  absorbant —^^ — ^points  doubles. 

378.  Il  a  été  établi  (n°  293)  que  les  points  de  contact 
des  tangentes  issues  d'un  point  P  à  une  courbe  d'ordre  n 
sont  à  l'intersection  de  cette  courbe  et  de  la  première 
polaire  de  P,  qui  est  du  degré  n  —  1  ;  ils  sont  par  conséquent 
en  général  au  nombre  de  niii  —  1).  Il  en  résulterait  l'égalité 

^  =  n{n  —  1), 

si  tous  les  points  communs  à  la  courbe  et  à  la  polaire  de  P 
étaient  effectivement  des  points  de  contact  de  tangente  issus 
de  P.  Mais  on  a  déjà  vu  que  les  points  doubles  étaient  aussi 
sur  la  première  polaire,  et,  en  faisant  passer  cette  polaire 
dans  le  voisinage  du  point  double,  avant  de  la  faire  exacte- 
ment passer  à  ce  point,  on  voit  qu'un  point  double  absorbe 
deux  intersections  de  la  courbe  et  de  la  polaire. 

Pour  avoir  les  tangentes  effectives  issues  de  P,   il  faut 

donc  déjà  diminuer  — ^ — de  2d.  Ce  raisonnement  sup- 
pose que  la  polaire  passe  au  point  double  sans  y  avoir,  avec 
la  courbe,  aucune  tangente  commune.  Il  faut  donc  chercher 
la  tangente  de  la  polaire  au  point  double. 

Nous  prendrons  ce  point  pour  origine,  et  les  deux  tan- 
gentes au  point  double  pour  axes  de  coordonnées.  La  courbe 
a  alors  pour  équation 

o  =  :ry  -{-<^^{x,  1/)  -j-  ...  (67) 

et  la  polaire  du  point  P  (a,  (ij  (n°  293) 

0  ^  ay  -f-  {i.x  -\-  termes  du  2"  degré  au  moins. 

La  tangente',  à  l'origine, 

a//  -[-  pa;  =  G, 
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forme,  avec  les  axes  et  la  ilroile  OP,  un  faisceau  harmonique. 
Elle  est  donc  distincte  des  tangentes  au  point  double.  Celte 
conclusion,  à  son  tour,  se  trouve  en  défaut,  si  les  tangentes 
au  point  double  sont  confondues  (point  de  rebroussenient)  ; 
alors  la  langente  à  la  jiolaire  se  confond  avec  la  tangente 
an  point  de  rebroussenient.  St>it  dans  ce  cas,  o,r,  la  tangente, 
de  rebroussenient;  la  courbe  proposée  aura  pour  équation 

0  =  </'  +  o,{x,  1/)  ^  ...  (68) 

et  la  première  polaire 

0  =  2,8//  4~  termes  du  S*"  degré  au  moins. 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  //,  et  la  précédente 
par  —  2^,  on  obtient,  en  ajoutant  membre  à  membre,  une 
courbe  qui  a  un  point  triple  à  l'origine  et  qui  a,  avec  la 
polaire,  les  mêmes  points  communs  que  cette  dernière  avec 
la  courbe  proposée.  Or,  en  développant  les  calculs,  on  voit 
aiséuuMit  que,  dans  le  cas  général,  cette  courbe  n'est  pas 
tangente  a  ox\  ses  trois  branches  en  o  coupent  donc  la 
polaire  (qui,  elle,  touche  ox)  en  trois  points  simples,  et 
le  point  de  rebroussenient  absorbe  trois  des  points  de  ren- 
contre de  la  courbe  avec  la  première.  Finalement,  il  reste 
pour  la  classe  /■  d'une  courbe  d'ordre  /) 

h  =n{n~  [)  —  ^2d  —  :\r.  (69) 

.*>7î).  En  considérant  la  polaire  réciproque  pour  inter- 
préter l'équation  tangentielle,  comme  nous  l'avons  indiqué 
n"  361,  on  obtient  immédiatement  la  formule  corrélative 

n  --  /,•  (A>  —  1)  —  i>(  —  3w.  [10) 

3580.  Des  considérations  analogue  spermettent  de  relier  le 
nombre  iv  des  points  d'intlexion  à  l'ordre  et  au  nombre  des 
points  doubles  ou  de  rebroussenient.  Les  points  d'inflexion 
sont  à  l'intersection  de  la  courbe  et  de    la  kessienne    (57); 


conitliKS  iM.AiNi':s  .'{70 

comme  colle.  (l<'rMi(''r<'  csl  du  de^ré  ';i{-N,  —  2),  oji  aiii'iiil 

,  ta  =  :hi{n  —  2), 

s'il  n'y  iivtiil  piis  de  [loiiils  siiif^iiliers. 

Mills  on  il  vn,  n"  IJdi,  (\[\r  1rs  |H»inl,s  donMes  cl  de 
r(d)i'()iisseni<'nl  de  hi  (■(inrhc  ori^iniiirc  soni,  iuissi  sin*  lii 
li(\ssienne,  cl  on  ii  donne  les  liin;^(Mil('s  de  iii  liessienne 
(!n  ces  |»oinls.  Il  en  résnile  iniinédijileineni-  deux  consé- 
(jneiic<'s  :  I"  un  point  donhhi  iil)Soi'lj(!  six  des  points  coni- 
muns  de  iii  cunrhe  ol  do  iii  iiessientu';  2"  <'n  ii|)|)li(|iiiitil,  nn 
raisorinomerit  amilogncv  ii  celui  (jne  nous  venons  de  l'iiiri^ 
(ifiiis  lii  rechendie  d<'  \;\  (diisse  (d.  (|in',  |)<hm'  ce  niolil",  nous 
lions  dispenserons  de  re|)rodnire,  on  voit,  (jirnn  |)oinl.  de 
i'(d)i'oiisse[)ienl  iil}Sorli(^  linil  des  poinis  connnnns  de  l;i 
(•onrhe  (d.  de  lii  liessienne.  l'iiiiilenienl  lii  l'orninle  (diei(dM''e, 
esl,  don(; 

w  =  3n  (n  —  i2)  —  ikl  —  Hr.  (1\  ) 

.*53M  .  \\\\  ('onsidéninl  lii  poliiire  récipro(|ne,  on  oldienl,  lit 
dernière  rorninle 

/•  =  ;{//  (/.■  —  -2)  —  (H  —  8  w.  (7i2) 

litm.  Les  formules  (09),  (70),  (71)  et  (72),  sont  iip|)(d('es 
l'oi-tniiles  de  IMiicker,  du  tH)rn  de  leur  inverdcnr.  Mlles  ne 
sont  |)fis  indépendiinles.  l]\\  ellel,  lii  sons(i'ii(dion  penind, 
ii|)pli(|(n'e  lin  groupe  (f)9j,  (71),  on  ;iii  groupe  (7<)j,  (72), 
d'écrire  ré(|iiiilion  Niii(jne 

;{(/,.  _  n)  :---  w  —  r,  iT.S) 

(jni  peut  renipliicer  (70)  et  (72).  Il  l'esle  donc  trois  (''(|iiiiiions 
disliindes,  (|ni  |ierni(dlront  de  (;alciiler  Irois  (|niiiilil<''s,  con- 
iiiiissiint  les  Irois  iinlres.  (^oninie  ii|iplic;il  ion,  (diercdions  les 
nombres  d(^  IMi'i(d<er,  pour  une  coui'hc  d'oF-dre  //,  siins  [)oint 
donlde  ni  rehroiissemenl.  L(îs  données  sont  //,  d  ----  o,  r  =  o  ; 
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et  les  résultats  sont  les  suivants 

Il  ^  n[n  —  1), 

te  ^=  'Sn  [n  —  2),  . 

1 

t  =  -n{n  —  2)  {n^  —  9). 

Les  mêmes  formules  permettent  aussi  d'expliquer  un  para- 
doxe apparent.  Concevons  une  courbe,  en  apparence  la  plu  s 
simple,  c'est-à-dire  sans  singularités;  on  a  d=zr=^t=^w=  o, 
et  les  formules  donnent  les  égalités 

k  r=  n[n  —  1), 
n  -  k\k  —  1), 

évidemment  incompatibles,  sauf  si  k  =z  n  =  2.  Mais  il  n'y 
a  pas  paradoxe,  et  il  se  trouve  simplement  démontré  qu'il 
n'y  a  aucune  courbe  d'ordre  supérieur  au  second  qui  soit 
dépourvue  de  singularités. 

Nous  allons  énumérer  les  diverses  espèces  de  courbes 
que  peut  fournir  le  troisième  ordre 

d          r          k  10  t 

0          0          6  9  0 

10          4  3  0 

0          13  1  0 

Il  n'y  a  jamais  de  tangente  double,  ce  qui  était  évident, 
puisqu'une  pareille  droite  aurait  quatre  points  communs 
avec  la  cubique. 

383.  Les  formules  de  Plûcker  suggèrent  une  dernière 
remarque.  Lei  nombres  qui  sont  dans  les  premiers  membres 
étant  toujours  positifs  ou  nuls,  il  en  résulte  que  le  nombre 
d  des  points  doubles  ne   peut  jamais,  en   vertu    de   la   for- 

mule  (69),  dépasser     ^      ^Miimeme  -^— ^ -^  si  Ion  se 

reporte  à  la  formule  (71).  Ces  deux  limites  sont  trop  éle- 
vées, et  nous  allons  démontrer  que  le  nombre  maximum 
des  points  doubles  d'une  courbe  d'ordre  n  ne  peut  pas  sur- 
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passer   ^ -'    Il    peut  atteindre    ce    maximum, 

comme  on  le  voit,  en  prenant,  par  exemple,  une  cubique  à 
point  double. 

En  efiet,  on  sait  que,  pour  déterminer  une  courbe  d'ordre  n, 

il  faut  se  donner   — ^^ — points.  Cela  posé,  nous  allons, 

(n i)(n  2) 

montrer  que,  s'il  y  a  plus  de  ^^ 7^^ — points  doubles. 


soit  an  moins 

(n  —  \)(n  —  2) 


+  1=^, 


la  courbe  comprend  une  courbe  d'ordre  moindre,  et  par 
conséquent  se  décompose.  A  cet  effet,  déterminons  une 
courbe  d'ordre  n  —  1,  en  l'assujettissant  à  passer  par  d 
points  doubles  et  par  2n —  3  autres  points,  pris  sur  la  courbe 
proposée,  soit  en  tout  par 

{n  -  1)  {n  -  2)  ^  1  _|_  2.^  _  3  ^  (n-l)(n4-2) 

points.  Les  deux  courbes  se  couperont  en  2/i  ' — 3-\-2d 
points,  parce  que  les  points  doubles  doivent  être  comptés 
pour  deux  dans  l'intersection  ;  cela  fait 

n{n  —  1  )  -)-  1 , 

points  communs,  c'est-à-dire  un  de  plus  que  le  théorème 

de  Bezont  n'en  permet  à  deux  courbes  d'ordre  n  et  ?i —  1, 

qui  n'ont  pas  une  intinité  de   points  communs.   La  courbe 

d'ordre  n  doit  donc  se  décomposer,  ou  n'avoir  pas  plus  de 

{n  —\){n  —  2)       .    .      ,      ,  , 
-^ points  doubles. 


.*{U4.  Gf:NKE  d'une  courbe.  —  On  appelle  genre  d'une 
courbe,  l'excès  du  nombre  maximum  de  points  doubles  que 
comporte    son    ordre,    sur    le    nombre    de    points   doubles 
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qu'elle  possède  effectivement.  Nous  désignerons   cet  excès 
par  la  lettre  />. 

Son  introduction  dans  Jes  formules  de  Pliicker  leur  donne 
un  aspect  plus  symétrique. 


2p  —  2  =  /r  4-  >•  —  2^  j 

=  n  -\-  îo  —  2A'  f 

=  n{n  —  'S)  —  ^{d  -\-  ;•) 


(74) 


Îi85.  On  appelle  courbes  unicursales^  celles  pour  les- 
quelles les  deux  coordonnées  rectilignes  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  d'un  même  paramètre. 

Théorème.  —  Les  courbes  de  genre  zéro  sont .  iinicursales 
ou  se  décomposent . 

En  effet,  par  les  points  doubles  de  la  courbe  donnée  (G), 
et  par  n  —  3  autres  points  lixes  de  (G),  faisons  passer  une 
courbe  (G')  d'ordre  n  —  2,  ce  qui  est  toujours  possible  et 
d'une  infinité  de  manières,  puisque  l'on  n'a  fixé  que 

{n-i){n-^)  {n  -  2)  {n  +  1) 


points  de  la  courbe  d'ordre  n  —  2,  c'est-à-dire  un  de  moins 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  déterminer  la  courbe.  Les  condi- 
tions qui  expriment  qu'une  courbe  passe  par  des  points 
donnés  étant  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  inconnus 
de  cette  courbe,  on  aura 


mi±A_^^ 


équations  linéaires  entre 

[n  —  2)  {n  -\-  1) 
2  ' 

coefficients  qui  permettront  d'exprimer  tous  ces  coefficients 
en  fonctions  linéaires  d'un    seul,    et   finalement   l'équation 
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de  (C)  se  présentera  sous  la  forme 

S  -f  AS'  =  0,  (75) 

A  étant  un  paramètre  arbitraire,  et  S,  S',  dès  fonctions  de 
degré  n  —  2,  au  plus. 

Les  courbes  (C)  et  (C)  se  coupent  en 

n  ~'6  -\-M  =  n  —  'i  ^  [n—  {)  [n  —  ^)  =  n{n  —  2)  —  1, 

points  fixes.  Elles  ont  donc  en  plus  un  point  commun,  et 
l'on  peut  profiter  de  l'indétermination  de  A  pour  que  ce 
dernier  point  commun  soit  un  point  quelconque  de  (G). 
Cherchons  les  coordonnées  de  ce  point  M.  Des  opérations, 
purement  algébriques,  permettront  d'éliminer  une  des  coor- 
données, y  par  exemple,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  équa- 
tion de  degré  n[n  —  2)  en  x\  de  cette  équation,  on  connaîtra 
toutes  les  racines,  sauf  une,  savoir  les  abscisses  x^^  x^,  ..., 
Xrf,  des  points  doubles,  et  celles  x[,  x'^^  ,..,  x'„_^  des  points 
fixes  donnés.  Donc,  en  divisant  le  premier  membre  de 
l'équation  par 

[JU   '        OC  t  j      \0C  00^  y     .  • .   [Oj  OC  fj  1~  [OC  "^  i  )   •  *  •    l"^  ^  fi 1  / 1 

il  restera  une  équation  du  premier  degré  en  x,  qui  fera  con- 
naître l'abscisse  du  point  M,  en  fonction  rationnelle  de  a. 
On  aura  de  même  l'ordonnée, ce  qui  démontre  le  théorème. 
On  pourrait  craindre  que  le  dernier  point  commun,  laissé 
iadélerminé  entre  (C)  et  (C),  ne  fût  fixe  lui-même;  mais, 
dans  ce  cas,  l'indétermination  de  a  permettrait  de  faire 
passer  (C)  encore  par  un  point  de  (C).  Les  deux  courbes 
auraient  alors 

n[n  —  2)  -\-  i, 

points  communs,  et  auraient  une  courbe  plane  C(mimnne; 
(C)  se  décomposerail. 


384 
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386.  Réciproquement ^  toute  courbe  unicursale  a  son 
maximum  de  points  doubles,  c'est-à-dire  est  de  genre  zéro. 

Supposons,  en  effet,  que  les  coordonnées  s'expriment 
rationnellement  en  fonctions  d'un  paramètre  t  par  les  for- 
mules 


O(^) 


6(^ 


(76) 


dans  lesquelles  une,  au  moins,  des  fonctions  G,  ôj,  69,  est 
de  degré  /?,  et  oii  l'on  peut  évidemment  supposer  les  frac- 
tions irréductibles. 

D'abord  la  courbe  est  bien  de  degré  n,  car  ses  points  de 
rencontre  avec  une  droite  quelconque 

ux  -\-  vy  -\-  10  ^^  Ç) 
sont  donnés  par  l'équation  de  degré  n 

u  9.,  {t)  +  u  0^  (^)  "1-  10  (){t)  =  0. 

L'équation  de  la  courbe  s'obtiendra  en  éliminant  t  entre 
les  deux  équations  (76)  ;  ce  sera 


F(^,  y)  =  G, 


'IT 


et  l'on  sait  que,  en  général,  si  cette  équation  résultante  est 
vérifiée  par  un  système  de  valeurs  Xq^  ?/q,  les  équations  (76) 
ont  une  et  une  seule  racine  commune.  Donc,  à  tout  point 
de  la  courbe  (77),  correspond  une  seule  valeur  de  t,  en 
général. 

Le  contraire  pourrait  cependant  arriver:  par  exemple,  si 


a  à 

a  h' 

,  //  1  II 

a  0 


—   G, 


les  équations 


—  al'i^  _|_  h"i  Ar  c"' 


a't^  -\-  h't  +  c 
-  a"e-  -[-  h"t  -]-  c" 
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ne  représentent  pas  une  conique,  mais  uae  droite  parcourue 
deux  fois,  et  à  tout  point  de  la  droite  correspondent  deux 
valeurs  de  ^,  reliées  par  l'égalité 

[ab"  —  ha)  t^t.^  +  [ac"  —  ca")  {t^  +  L^]  -\-  bc"  —  cb"  =  o. 

Mais  nous  allons  montrer  que,  si  tous  les  points  d'une 
courbe  peuvent  être  obtenus  par  plusieurs  valeurs  du  para- 
mètre l,  on  peut  toujours  trouver  un  nouveau  paramètre  T, 
tel  que,  à  tout  point  de  la  courbe,  corresponde  une  seule 
valeur  de  T  (exception  faite  pour  les  points  multiples). 

Si  un  même  point  est  obtenu  par  deux  valeurs  t^  et  t., 
du  paramètre,  on  aura  bîs  deux  conditions 

9(i,)     b{t,y     ^t,)     (i{t,)' 

ou 

R  (f.,,  t,)  =  6,  (i.)  9  {t,)  -  0  {t,)  0,{t,)  =  o     (^ 

Les  deux  fonctions  R  et  Rj  admettent  évidemment  le  divi- 
seur (^  —  /o ,  mais  il  peut  y  avoir  un  diviseur  de  degré  plus 
élevé.  Soit  D(^[,  ^o),  le  plus  grand  commun  diviseur,  en 
sorte  que 

R(ï,,g==D(;,,gQ(/,,/,)   / 

Q  et  Q,  ne  peuvent  plus  s'annuler  que  pour  des  systèmes 
isolés  de  valeurs  de  t^  et  l.,^  ce  qui  donnera  des  points 
doubles  avec  branches  distinctes,  puisque  les  valeurs  de  /, 
infmimcnt  voisines  de  t^  et  de  t,,  n'annulent  plus  R  et  R,. 
Ordonnons  le  polynôme  D  par  rapport  à  /.,  : 

D  =  Aq-{-  \^('--^  +  ...  +  A«/-~='  +  ...  -f-  A„,. 

L'un,  au  moins,,  des  coefficients  Ax  est  de  degré  ))i  eu  /,  : 
car,  si  l'on  échange  les  lettres  t^  et  l.,,  les  polynômes  R  et  11, 
changent  de  signe,  sans  changer  de  valeur  absolue,  et  par 

CALCUL    INFIMTÉSIMAI,.  2.") 
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conséquent  leur  plus  grand  commun  diviseur  D  reste  le 
même,  à  un  facteur  constant  près.  Soit  Aal'un  des  coefficients 
de  degré  m  en  t^  ;  les  autres  coefficients  seront  de  même 
degré,  ou  de  degré  moindre;  A  sera  certainement  de  degré 
moindre,  parce  que  D,  devant  s'annuler  pour  ^.,  =  /j,  ne 
peut  pas  contenir  le  terme  ^'"  f^.  Maintenant,  si  Ton  rem- 
place dans  D,  soit  ^o?  soit  /j,  par  une  quelconque  ti  des  m 
racines  de  l'équation 

D  =  0, 

cette  équation  sera  évidemment  encore  vérifiée,  et  les  deux 
équations 

D(^,g  =  A(i,)r^'  +  A.,(^,)^r^  +  --+Aa(^,)^r°'+--}-A,„(«.,)  =  o, 

et 

D(^,,g=A(^,-)//^+A^(^,)^r'+--+Aa(M«r"+-H-A^(^/)=o 

dans  les  coefficients  desquelles  nous  avons  mis  en  évidence 
la  variable,  auront  les  mêmes  racines  en  ^o  ;  leurs  coefficients 
seront  proportionnels,  et  l'on  aura 

Aa(^)  Aa(^,-) 

■A(^)        A(^,) 
pour  z  =  1,  2,  ...',  m.  Si  donc  on  pose 

T=^,  (80) 

le  paramètre  T  prendra  une  valeur  unique  pour  les  m 
valeurs  /j,  /o,  ...,  t^,,  c'est-à-dire  pour  le  point  de  la  courbe 
considérée. 

387.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  démonstra- 
tion du  théorème  énoncé  au  numéro  précédent  et  supposer 
qu'à  un  point  quelconque  de  la  courbe  définie  par  les  équa- 
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tions  (76)  correspond  une  seule  valeur  du  paramètre  t 
(exception  faite  des  points  multiples  que  nous  allons  recher- 
cher). Ces  points  seront  donnés  par  les  solutions  communes 
aux  équations  (78)  :  divisons  R  et  Rj  par  t^  —  t^,  pour 
exclure  la  solution  parasite  Ur=it^^  nous  obtenons  deux 
nouvelles  équations 


S(i^,  ^2)  =  0 


f8i: 


symétriques  en  A,  et  ^9,  et  de  degré  n  —  1 ,  par  rapport  à  ces 
deux  lettres. 
Posons  alors 

^,  4-^2=  M,         t,t^  =  v.  (82) 

Comme  les  deux  équations  (81)  sont  composées  avec  des 
termes  de  la  forme 

(^  >  p), 

et  que  les  sommes  t\  +  i\  s'expriment,  à  cause  de  la  for- 
mule de  récurrence 

par  des  fonctions  de  degré  k  en  z/,  v^  la  substitution  (82) 
dans  les  équations  (81)  conduira  à  des  équations  de  degré 
n  —  1,  qui  auront  {11  —  1)^  groupes  de  solutions  communes. 
Mais  tous  ces  groupes  ne  conviendront  pas.  En  effet,  pour 
obtenir  les  équations  (78),  nous  avons  dû  multiplier  par 
6(/i),  0(/o),  et  si  ^1  el  /.,  annulent  0(/),  le  groupe  correspon- 
dant doit  être  rejeté.  Or  il  y  a  de  ces  groupes  autant  qu'il 
y  a  de  combinaisons  des  n  racines  de  0(/)  deux  à  deux, 
savoir 

n  (n  —  •!  ) 
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Il  restera  donc 

.,        n{n  —  i)        (n  —  1)  (n  —  ^) 


{n  —  Ij 

groupes  de  solutions  utiles,  à  chacun  desquels  correspond 
un  point  double.  La  courbe  a  donc  son  maximum  de  points 
doubles;  elle  est  de  genre  zéro. 

388.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que 
la  courbe  n'avait  pas  d'autres  singularités  que  des  points 
doubles.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  dire  qu'un  point 
multiple  d'ordre  k,  h  tangentes  distinctes,  peut  être  consi- 
déré comme  remplaçant  —^ — - — —  points  doubles  ordinaires, 

et  qu'un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  équi- 
valait à  trois  points  doubles  dans  la  diminution  de  la  classe 
ou  du  genre.  On  pourrait  aller  plus  loin;  mais  nous  nous 
bornerons  à  énoncer  le  résultat  suivant  :  toute  courbe  algé- 
brique, quelle  que  soit  la  nature  de  ses  singularités,  peut, 
par  une  transformation  birationnelle,  être  remplacée,  sans 
que  le  genre  soit  altéré,  par  une  courbe  algébrique  n'ayant 
que  des  poinls  multiples  à  tangentes  séparées  ^  (On  appelle 
transformations  birationnelles  celles  qui  donnent  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  de  chacune  des  deux  courbes, 
à  l'exception  de  certains  points  isolés,  en  fonctions  ration- 
nelles des  coordonnées  d'un  point  de  l'autre  courbe.)  Par  de 
pareilles  transformations,  deux  courbes  quelconques  d'un 
même  genre  peuvent  se  correspondre  point  par  point.  Nous 
allons  en  donner  deux  exemples. 

389.  Soit   d'abord    une  courbe  (G)  indécomposable    de 

genre  zéro.  Par  ses  points  doubles  et  par  n  —  4  autres  points 

fixes  de  (G),  faisons  passer  une  courbe  (G')  d'ordre  n — 2; 

c    '          1           f    (y^  — 2)  (//  +  !)        ^ 
comme   nous  avons   lixe   seulement    ^^ -^ —  ^ 

'  Voir,  par  exemple,  Jokdan,  Cours  d'analyse  de  VÈcole  Polj/technique, 
deuxième  édition,  t.  1,  chap.  v.  La  possibilité  du  problème  résulte  de  l'étude 
que  nous  avons  faite  d'une  courbe  autour  d'un  point  singulier,  étude  dans 
laquelle  nous  avons  réussi  à  séparer  toutes  les  branches. 
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points,  il  restera  deux  paramètres  arbitraires,  et  l'équation 
de  la  courbe  (C)  sera  de  la  forme 

%^^^  {ûc,  il)  +  a^cpa  {x,  y)  +  t.^^^{x,  y)  =  o,  (82) 

2i|,  2.,,  çij,  étant  des  fonctions  déterminées.  La  courbe  (82)  a, 
comme  cela  résulte  du  n"  385,  n{n  —  2)  —  2  points  fixes 
communs  avec  (G).  Comme  (C)  et  (C)  se  coupent  en 
n{ii  —  2)  points,  il  en  reste  deux  seulement,  dont  les  coor- 
données dépendent  de  aj,  a^,  «3. 
Posons 

X  =  £-S         Y  =^2-  (83) 

Si  X,  y,  est  un  point  donné,  X,  Y,  est  déterminé  d'une 
manière  univoque  par  ces  formules.  Eliminons  x,  y,  entre 
les  équations  (83)  et  celle  de  (C),  c'est-à-dire  exprimons  que 
les  équations 


?i  — 

Xcp3 

= 

0 

?2  

^>3 

^ 

0 
0 

ont  au  moins  une   solution  commune  de  plus   que  celles 
déjà  existantes.  Le  résultat  de  l'élimination  sera 

F(X,  Y)  =  o.  (85) 

A  tout  point  M  de  (85)  correspondra,  au  moins,  un  nou- 
veau point  )n[x,  y)  de  (C),  commun  aux  trois  courbes  (84); 
mais  les  deux  premières  de  ces  courbes  appartiennent  au 
type  (82),  et,  par  conséquent,  avaient  déjà  >i(;i  —  2) — 2 
points  communs  avec(G).  Elles  ont  donc,  si  le  point  X,  Y,  est 
sur  la  courbe  (85),  n{n  —  2)  —  1  points  communs  avec  (C), 
et  elles  ne  peuvent  en  avoir  davantage,  sans  quoi  la  courbe 

cp,  —  XiS  -f-  X  ((p2  —  ^©3)  =  o, 

qui  aurait  aussi  n  [n  —  2)  points  communs  avec  (G),  pourrait, 
par  un  cboix  convenable  de  a,  avoir  n  {n  —  2)  +  1  points 
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sur  (G),  et  par  conséquent  faire  partie  de  (C),  qui  serait 
décomposable,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc,  à  un 
point  M  de  (85)  correspond  un  point  unique  m  de  (G). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'équation  (85)  est  celle 
d'une  conique;  il  suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  qu'à 
toute  valeur  donnée  de  X  correspondent  deux  valeurs  de  Y, 
et  réciproquement.  Or,  si  Ton  se  donne  X,  la  première  équa- 
tion (8i)  détermine  une  courbe  du  réseau  (82),  c'est-à-dire 
une  courbe  qui  coupe  (G)  en  deux  points  seulement,  dont 
les  coordonnées  dépendent  de  X.  A  chacun  de  ces  points 
correspondent  par  (83)  une  seule  valeur  de  Y,  donc  en  tout 
deux. 

D'ailleurs,  une  transformation  honiographique,  suivie 
d'une  inversion  ',  permet  de  faire  correspondre  à  une  conique 
un  cercle,  puis  une  droite.  Il  se  trouve  donc  établi  que,  par 
une  transformation  birationnelle,  on  peut  toujours  faire  cor- 
respondre, point  par  point,  une  courbe  quelconque  de  genre 
zéro  à  une  droite. 

390.  Lorsqu'un  procédé  quelconque  permet  de  faire  cor- 
respondre, d'une  manière  univoque,  les  points  d'une  figure 
aux  points  d'une  autre  figure,  on  dit  qu'on  a  obtenu  une 
re/prèsentation  conforme  de  la  première  sur  la  seconde.  Les 
résultats  acquis  dans  le  paragraphe  précédent  peuvent  donc 
s'énoncer  ainsi  :  «  On  peut  toujours  obtenir  d'une  manière 
rationnelle  la  représentation  conforme  d'une  courbe  de  genre 
zéro  sur  une  ligne  droite.  » 

391.  Gomme  second  exemple,  nous  allons  montrer  qu'on 
peut  obtenir  d'une  manière  analogue,  la  représentation 
d'une  forme  courbe  (G)  de  genre  un^  non  décomposable,  sur 

'  La  transformation  qui  permettra  de  passer  d'une  conique  au  cercle  sera, 
par  exemple,  une  perspective  conique,  quant  aux  formules  d'inversion  un  peu 
moins  usuelles,  les  voici,  en  mettant  le  pôle  sur  le  cercle, 

X  ]j k        _  x'^  +  j/^ 

i  "~  ^,  ~  ?2  +  r;^  ""         k        ' 

k  est  la  puissance  d'inversion,  et  ces  formules  sont  bien  birationnelles. 


COURBES    PLANES  391 

une  cubique  sans  point  double.  La  méthode  étant  identique 
à  celle  qni  vient  d'être  employée,  nous  n'insisterons  pas  sur 
les  détails. 
Par  les 

(n  -l.(n-2)_ 
2 

points  doubles  et  par  n  —  3  autres  points  fixes  de  (G), 
faisons  passer  une  courbe  (G)  d'ordre  n  —  2.  Son  équation 
sera  de  la  forme  (82) 

*i®.i  {^^  y)  +  *2?2  («'^  y)  +  «3?3  (^M  y)  =  o,      (82) 

et  elle  coupera  (G)  en  '' 


r(n-  l)(n-2) 
2 


—  1  I  +  w  —  3  =  n{n  —  2) 


points  fixes  et  en  tt'ois  autres  points  dont  les  coordonnées 
dépendront  de  a^,  a^,  «3.  Posons  encore 

X  =  2..,         Y  =  ^;  (83) 

?3  ?3 

et,  entre  ces  deux  équations  et 

rioo,y)=o,  (84) 

éliminons  x,  y.  Nous  obtenons  l'équation 

F(X,Y)  =  o.  (85) 

A  un  point  m  de  (G)  correspond  évidemment  un  seul 
point  M  de  cette  nouvelle  courbe  (D.  Réciproquement,  si 
X,  Y  satisfont  à  l'équation  (85),  les  trois  équations  (83)  et  (84) 
acquièrent  une  nouvelle  solution  commune  en  x^  y,  ce  qui 
fait  en  tout 

n(n  — 2)— 2; 

et  elles  ne   peuvent  en   avoir  une   de  plus,   sans   quoi   la 
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courbe 

n'aurait  plus  avec  (C)  qu'un  seul  point  d'intersection  dont 
les  coordonnées  dépendraient  de  a;  les  coordonnées  de  ce 
point  s'exprimeraient  rationnellement  en  fonction  du  para- 
mètre a;  la  courbe  (C)  serait  de  genre  zéro,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Ainsi,  à  tout  point  de  la  courbe  F,  correspond  bien  un 
seul  point  de  (G).  D'ailleurs  (F)  est  une  cubique.  En  effet  se 
donner  X,  c'est  prendre  pour  valeurs  des  paramètres 

'   a,    =  1,  TC2  =  G,  7.3  =  X, 

et  Ton  sait  que  trois  seulement  des  systèmes  de  valeurs 
correspondantes  de  x  et  de  //  dépendent  de  a^,  a.,,  «3.  Par 
suite,  Y  prend  au  plus  trois  valeurs  ditîérentes  pour  une  va- 
leur donnée  àX,  et  réciproquement  :  F  est  donc  une  cubique. 
Cette  cubique  n'a  pas  de  point  double,  sans  quoi  elle  serait 
unicursale  ;  les  coordonnées  de  ses  points  s'exprimeraient 
rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre,  et  il  en  serait 
de  même  pour(C),  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

Corollaire.  —  Projetons  la  courbe  F  de  manière  qu'un 
de  ses  points  d'inflexion  soit  à  l'infini  et  que  la  tangente  en 
ce  point  soit  également  rejetée  à  l'infini;  z  ^0  doit  donner 
trois  points  confondus.  L'équation  sera  donc,  en  coordon- 
nées homogènes,  de  la  forme 

P?  -f-  ^P^  =  o,      , 

P]  étant  une  fonction  linéaire,  P.,  un  polygone  du  second 
degré.  Un  changement  de  coordonnées  permettra  d'écrire 
l'équation  précédente  sous  la  forme 

X'^  -)-  Pg  =:  G, 

et  Pj  contient  nécessairement  un  terme  en  y\  sans  (|uoi  y 
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s'exprimerait  en  fonction  rationnelle  de  l'abscisse,  et  la 
courbe  serait  unicnrsale.  Po  pourra  alors  se  mettre  sous  la 
forme 

(ay  -\-  hx  -\-  c)^  -\-  dx^  -{-  ex  -\-  f 

a  ^  0.  Prenons  la  droite 

ai/  -\-  bx  -\-   c  =  o 
pour  axe  des  x.  l'équation  de  la  cubique  devient 

y  2  r=  aa?'^  -}-  px^  -f-  yx  -j-  8. 

Une  dernière  substitution,  qui  remplacera  x  par  À.2:  -\-  ,a, 
donnera  enfin  la  forme  la  plus  réduite 

_//'^  =  Ax'^  —  f/.joc  —  ^3  (86) 

d'une  courbe  sur  laquelle  on  puisse  obtenir  la  représentation 
conforme  de  toutes  les  courbes  de  genre  un. 

Quelques  formules  en  coordonnées  polaii*es 

392.  Les  formules  que  nous  avons  à  donner  dans  ce  para- 
graphe s'obtiennent  par  de  simples  changements  de  variables. 
Soit 

X  :=  ^  cosco,         >/  ■==.  p  sino). 

On  en  tire,  si  o)  est  pris  comme  variable  indépendante, 

dx  =:  —  p  sinwc^o)  -|-  cosojrfp, 

dy  =^  ^  costofZoj  -|-  sinwr/p, 

d^x  =  —  p  coswrfoj^  —  2  siii  o)0?co(fp  -(-  cosojf/^p, 

dry  =  —  p  sinco<iw^  -|-  2  cosojc/co'ip  -\-  sinwc^^p, 

et  par  suiîe,  comme  on  l'a  déjà  vu,  pour  la  différentielle  de 
l'arc 

ds-  =:  dp-  -\-  p'^dio- 


394  CHAPITRE    XVII 

et  pour  le  rayon  de  courbure  (n°  104) 


^   2  "      I      C)    '-2*  (87' 

P     —  PP     +  2p  ^ 


1 

Si  l'on  pose  p  =-■>  cette  formule  devient 


ir  («f  -j-  i(.  ) 

et  l'on  voit  que  les  points  d'inflexion  s'obtiendront  en  faisant 
le  rayon  de  courbure  infini,  ce  qui  donne  l'équation 

U  -\-  u"  :=  G, 

qu'on  peut  écrire 


l^&- 


P 

393.  Concavité  vers  le  pôle.  —  Nous  allons  retrouver  ce 
résultat  en  cherchant  directement  la  condition  pour  que 
la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  pôle,  c'est-à-dire  pour 
qu'elle  soit  située  dans  le  voisinage  du  point  M,  entre  le 
pôle  et  la  tangente  en  M. 

Soit  MT  la  tangente  au   point   p^,   wq.   Si  la  courbe   est 
concave   vers    le   pôle,    en   menant   un 
iM*  rayon  vecteur,  voisin  de  OM,  qui  coupe 

IM  la  courbe  en  M',  et  la  tangente  en  M", 

il  sera  nécessaire  que  Ton  ait 

OM"  —  OM'  >  G. 


X 


FiG.  40. 


Si  p  est  positif  au  point  M,  et  par  con- 
séquent dans  le  voisinage,  en  appelant  ?■  le  rayon  vecteur 
OM"  de  la  tangente,  et  p  celui  OM'  de  la  courbe,  l'inégalité 
précédente  s'écrira 

>'  —  p  >  G  ; 
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si  p  est  négatif  en  M,  il  faudra  écrire 

r  —  p  <  o. 

Pour  traiter  simultanément  ces  deux  cas,  nous  emploierons 
la  formule  unique  qui  convient  toujours 

p(r  —  û)  >  o. 

Étudions  donc  le  signe  de  la  quantité  r  —  p,  ou  celui  de 

11 

-5  qui  est  le  même. 

p        r    ^ 

On  a  vu,  au  chapitre  précédent  (formule  51),  que 

1\'   . 


11  /l  \     • 

-  =  -  ces  (o)  —  wn)  -I-    ""      sm 
'•        p  Vpo/ 


CD  COa    ' 


OU   ICI 

1 

r 


1  /1\'    • 

=  -  ces  Aoj  4-     —  )  sin  A( 

P  Vpo/ 


De  plus,  si  Téquation  de  la  courbe  est 

;  =  /•(-), 
P 

on  aura,  dans  le  voisinage  du  point  M, 

p  ^ 

Si  l'on  remplace    cosAw    et  sin  A o)  par  leurs  développe- 
ments en  série,  on  voit  que  la  valeur  principale  de  la  diffé- 

1       1 

rence sera 

p       r  ^ 

si  la  quantité  entre  crochets  nVst  pas  nulle.  Par  conséquent, 
pour  que  la  courbe  soit,  dans  le  voisinage  du  point  M,  con- 
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cave  vers  le  pôle,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 
en  ce  point 


Si 


p 


- + (-y = o. 

p     \p/ 


11 

la  valeur  principale  de sera  de   troisième    ordre   et 

P        r 

changera  de  signe  avec  Aoj,  il  y  aura  intlexion.  Le  lecteur 

verra  lui-même  ce  qu'il  faudrait  dire,  si  la  valeur  princi- 

11., 
pale  de  -  —  -  était  d'ordre  supérieur  au  troisième. 
'  p        r 


CHAPITRE  XVIII 

COURBES  GAUCHES.  —  SURFACES 
CONGRUENCES.  —  COMPLEXES  DE  DROITES 


Courbes  gauches 

394.  Dans  ce  chapitre  et  dans  le  snivant,  nous  suppo- 
serons les  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  pour  toutes 
les  questions  qui  concernent  les  angles  ou  les  distances. 

Une  courbe  gauche  peut  être  définie  soit  comme  intersec- 
tion de  deux  surfaces  dont  on  donne  les  équations 

F  [œ,  y,  z)  =  G,  F,  [oo,  y,  z)  =  o, 

soit  comme  lieu  d'un  point,  dont  les  cordonnées  .r,  ?/,  z 
sont  données  en  fonction  d'un  paramètre  t  variable,  par  les 
formules 

L'élimination  du  paramètre  t  donnerait  les  équations  de 
deux  surfaces  contenant  la  courbe,  et,  d'ailleurs,  le  second 
mode  de  représentation  comprend  le  premier,  en  supposant 

Nous  pourrons  donc,  dans  ce  qui  suit,  supposer  toujours 
la  courbe  représentée  par  les  équations  (1).  En  particulier, 
sauf  avis  conti'aire,  les  différentielles 

d.i\  (ly^  (Iz 
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auront  pour  valeurs  respectives 


-r-  dt,  -<-  dt,  V,-  dt. 


1)^T 

De  même  cPx  =  -—  dfi,  d-y  =  ...  etc. 

et 

On  appelle  ordre  d'une  courbe  gauche  le  nombre  de  ses 
points  d'intersection  avec  un  plan  quelconque. 

Un  grand  nombre  des  considérations  relatives  aux  courbes 
planes  s'étend,  sans  modifications,  aux  courbes  gauches; 
nous  commencerons  par  les  passer  en  revue. 

395.  Différentielle  de  l'arc.  —  La  longueur  d'un  arc 
de  courbe  se  définit  exactement  comme  nous  l'avons  fait 
pour  le  plan  ;  il  n'y  a  qu'une  variable  de  plus.  Il  en  résulte 
immédiatement,  pour  la  différentielle  de  l'arc,  la  formule 

ds^  =  dx'^  -\-  c/î/2  _|_  dz^.  (2) 

396.  Tangente.  —  La  droite  qui  passe  par  un  point 
M  [x^.y,z)  de  la  courbe  et  par  un  point  M'  [x  -\-  à^,  y  +  Ay, 
z  -\-  As)  très  voisin,  pris  sur  la  môme  courbe,  a  pour  équa- 
tions 

X  —  X Y  —  y Z  —  z 

ùi.x  Aï/  A^ 

Lorsque  M'  tend  vers  M,  la  sécante  a  pour  position  limite 
la  tangente  en  M,  cette  dernière  droite  a  donc  pour  équa- 
tions 


X  — ^        X  —  y 


dx  dy  dz 

Ces  deux  équations  peuvent  aussi  s'écrire 

X  —  X Y  —  y        Z  —  z 

'^x  h/  '^z 

It  JI  ^ 


(3) 


(3') 
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Si  la  courbe  était  donnée  par  les  deux  équations 

F  (a;,  y,  z)  =  o, 
F^(a7,  y,  z)  =  G, 

il  faudrait  différentier,  pour  avoir  dx^  dy^   ds,  ce  qui  don- 
nerait 

3F   ,     ,    ?F    ^     ,    :^F    ,  \ 

:r—  asc  A-  T—  cil/  -\-  ■^—  ctz  ^  o      j 

"H  dx  -A-  ^  du  4-  -r-^  dz  =  o     \ 

L'élimination  de  dx,  dy^  dz^  entre  ces  équations  et  les 
équations  (3),  se  fait  en  remplaçant  dans  (4)  les  difléren- 
tielles,  par  les  valeurs  proportionnelles  tirées  de  (3)  ;  on 
trouve  ainsi  immédiatement 


0 


Chacune  de  ces  équations  représente  un  plan,  et  l'inter- 
section de  ces  deux  plans  est  la  tangente  à  la  courbe.  Si 

^        ^        M^ 

'bx   ^y  <)^ 

~!>x        ^y        ^^ 

la  tangente  est  indéterminée,  et  le  point  de  la  courbe  est 
dit  singulier.  Nous  n'étudierons  pas  les  points  singuliers 
dans  les  courbes  gauches  ;  le  lecteur  trouvera  sur  ce  sujet 
des  indications  utiles  dans  le  tome  I  du  Traité  d'analyse 
de  M.  Emile  Picard. 

Î597.  Les  .cosinus  directeurs  de  la  tangente,  c'est-à-dire 
les  cosinus  des  angles,  que  fait  la  tangente  avec  trois  axes 
rectangulaires,  sont  proportionnels  aux  dénominateurs  qui 


^<-- 

3F 

-^)+s(^ 

^MX^ 

-'')+'^(^- 

-!/)  +  3^(Z 
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figurent  dans  les  formules  (3).  On  a  donc  : 


ces  g cosfj  CCS  Y Vcos^  a  -j-  cos'^  p  +  cos^  Y 1 

dx    ~~    dy    ~    dz    ~  ~       y/t/^.2  ^  ^^2  _[_  ^^2       ~  ~  ds 

ou,  en  choisissant  pour  sens  positif,  sur  la  tangente,  celui 
dans  lequel  croissent  les  arcs 

dx^  ,        dy  dz 

cosa  =  --  cosfc  =  -,  cosY  =  ^-         (6) 

Ces  formules  pouvaient  aussi  s'obtenir  par  des  considéra- 
tions géométriques,  comme  les  formules  (64)  du  chapitre 
précédent. 

398.  Plan  normal.  —  On  appelle  plan  normal  à  une 
courbe  gauche  en  un  point  le  plan  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente en  ce  point.  Comme,  lorsque  les  axes  sont  rectangu- 
laires, la  perpendiculaire  à  un  plan  a  ses  cosinus  directeurs 
proportionnels  aux  coefficients  de  X,  Y,  Z  dans  l'équation 
du  plan,  on  voit  que  l'équation  du  plan  normal  au  point 
M(.j-,  y,  z)  est 

P  =  {\  —  x)  dx  +  (Y  —  y)  dy  ■\-  (Z  —  z]  dz  =  o.     (7) 

L'intersection  de  ce  plan  et  du  plan  normal  infiniment 
voisin  s'appelle  la  droite  polaire  ;  elle  est  déterminée  par 
l'équation  (7)  et  par  réqualion 

P  +  rfP  :z=  o, 
ou  encore 

c^P  =  (X  —  x)  d^x  +  (Y  —  y)  dhj  +  (Z  —  z)  d^-z  —  ds-'  =  o.    (8) 

Si  on  appelle  q,  y;,  l,  les  angles  que  fait  cette  droite  avec 
les  axes  de  coordonnées,  on  aura 


ces  ;  ces  -f]  ces  l 

{'V 


lydJ'z  —  dzd'y        dzd-x  —  dxd^z        dxd'y  —  dyd-z 
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Le  lieu  des  droites  polaires  d'une  courbe  s'appelle  la  sur- 
face polaire. 

399.  Courbure.  —  Vangle  de  contingence  est  encore  ici 
l'ang'le  de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  et  la  courbure ., 
la  limite  du  rapport  de  cet  angle  à  l'arc.  Calculons  ces  élé- 
ments. 

La  tangente  au  point  x  -\-  dx,  y  -\-  dij^  z  -\-  dz,  a  pour 
équations 


.  X  ■ —  X  —  dx Y  —  y  —  dy  Z  —  z  —  dz 

dx  -\-  d'X  dy  -{-  d^y  dz  -j-  d-z 

Or,  si  deux  droites  ont  pour  équation 

X  — g  _  Y  —  [3  _  Z  — Y 
'a  h  c 

X—  g   _  Y  —  {i'        Z  —  y' 


(10) 


abc 
leur  angle  V  s'obtient  par  la  formule 

.    ,,        \/(bc'  —  cb'V  4-  (ca'  —  ac']'^  -\-  iab'  —  ba')- 

sin  V  =  -^ =• 

\J[d'  +  b-'  +  c2)  [a'-'  4-  b'-'  +  c'2) 

On  aura  donc,  en  appliquant  la  formule  précédente  aux 
équations  (3)  et  (10) 

.   ,. \/{dy'Pz  —  dzd'^y)'  -(-  [dzd'x  —  dxd-xY-\- [dxd-y  —  dyd-xY 

~~  \/{dx^  4-  dy'-  +  dz-')[{dx  -|-  d^vy'  -f-  [dy  +  dhjy-  H-(^^+  ^"^ 

Si  l'on  remarque  que  sinV  et  V  ont  la  même  valeur 
principale,  et  qu'au  dénominateur  f/-j:  est  négligeable  devant 
dx,  d'y  devant  dy,  d'~z  devant  dz,  on  trouve  pour  la  cour- 
bure 

V \{dyd-z—dzd-y)--{-{dzrPx — dxd-z]--\-[dxd'h_/—dyd-x)-   . 

'^ds^  ^^clx'-\-dy'^-^dz-^f 

CALCUL    LNFINITÉSIMAL.  26 
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On  retrouve  au  numérateur  des  binômes  déjà  rencontrés  (9); 
nous  adopterons,  pour  désigner  ces  binômes  ou  plutôt 
leurs  quotients  par  dt^,  une  notation  spéciale.  Nous  poserons 

A  =  y'z"  —  z'y\         B  =  z'd'  —  x'z'\         C  =  x'ij"  —  tj'x".  (12) 

La  courbure  s'écrira  ainsi 

,^(AiiBl+Ç^,       ^  (i3) 

(,/2  +  y2  _|_  ,'-2Y 

et  son  inverse,  que  nous  appellerons  encore  rayon  de  cour- 
bure, aura  pour  expression 

(A^  +  B^  -f-  C^)-^ 

enfin  les  équations   (9),   qui  définissent  la  direction  de  la 
droite  polaire,  deviendront 

COS^         ces  71  cosil  1  ,.„> 

(A2  +  B"^  +  C^Y 

Remarquons  en  passant  que  la  formule  (14)  est  tout  à 
fait  l'analogue  de  la  formule  (65)  du  chapitre  xvii,  si  l'on 
prend  s  comme  variable  indépendante.  On  a  en  effet,  dans 
ce  cas 

^'^  +  y'^  +  -^'^  =  4, 

et  en  différentiant 

x'x"  -\-  y' y"  -\-  z'z"  =  o. 

Puis,  à  cause  d'une  identité  connue, 

A2  4-  B^  4-  C2 

=  (,.;c'2  +  2/'2  +  z'^)  {x'""  +  y'""  +  ^"')  —  {oo'x"  -f  y' y"  +  z'z"Y 
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D'où 

R5=(sî)    +(S?)    +(rfj)-  ('8) 

400.  Différence  entre  un  arc  infinoient  petit  et  sa  corde. 
—  Le  calcul  fait  au  n°  371  pourrait  être  reproduit  ici  tex- 
tuellement; il  n'y  aurait  qu'à  écrire  une  variable  de  plus. 
Le  résultat  est  donc  le  même  : 

0  =^  ^  âW.  (17) 

Du  plan  taii<|ent  et  de  la  normale  à  une  surface 

401.  Sur  une  surface  (S)  qui  a  pour  équation 

F  (X,  Y,  Z)  =  G, 

traçons  une  courbe  quelconque;  il  suffira,  pour  la  déter- 
miner, d'adjoindre  à  l'équation  précédente  la  suivante 

F,  (X,  Y,  Z).  =  G, 

et  la  tangente  à  cette  courbe  en  un  point  M(x,  y^  z)  sera 
donnée  par  les  équations  (5).  Quelle  que  soit  F^  (X,  Y,  Z), 
cette  tangente  sera  toujours  dans  le  plan 

^(X-^)-f-^-^(Y-2/j  +  ^(Z-.^)==o,     (18) 

dX-  UU  C'-ij 

qu'on  appelle  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (S)  :  c'est  le 
lieu  des  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface 
et  qui  passent  en  M. 

402.  La  perpendiculaire  à  ce  plan,  au  point  M,  s'appelle 
la  normale;  elle  a  pour  équations 

X  —  X       Y  —  y       Z  —  z 

^^    ^    :^F    ^    :^F 

()aî  c)_J/  ^Z 
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403.  Si  l'on  prend  x  ç^i  y  comme  variables  indépen- 
dantes, et  si  l'on  pose 

p  =  —■  q  =  —, 

ox  oy 

la  différentiation  de  l'identité 

F  [x,  y,  ^)  =  G, 
faite  en  supposant  successivement  y  et  x  constants,  donne 

ÎF   ,      :)F  ^F   ,      W 

^'  +  ?^  ^T  =  ^'        ^  +  'J  ?T  =  "• 

et  l'équation  du  plan  tangent  devient 

Z  —  z  =  p{X~x)^qÇÏ  —  y).  (19) 

Les  équations  de  la  normale  sont  dans  le  même  cas 

^'  —y  +  ?(>'-  —  -)  =0- 

405:.  Enfin  on  peut,  en  introduisant  des  coordonnées 
homogènes,  obtenir  une  dernière  forme  utile.  L'équation  de 
la  surface  peut  s'écrire,  en  multipliant  au  besoin  par  une 
puissance  de  /, 

fi^'c,  y,  z,  t)  =0, 

le  preaiicr  membre  étant  une  fonction  homogène  en  x,  y, 
z,  i  de  degré  ?u;  il  en  résulte,  en  vertu  de  l'identité  d'Euler 
relative  aux  fonctions  homogènes, 


dx  du  C^z  di 


Or  le  plan  tangent  au  point  dont  les   coordonnées  sont 

X  y  z  '       r 

-'  -5  -  a  pour  équation 

'X      x\  df  ,    /Y      y\^r  ,    ('/.       z^  ^1  =  0, 


T     ij-:}.z 
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OÙ  à  cause  de  riclentité  précédente, 

405.  Le  plan  tangent  devient  indéterminé,  si  les  trois 
dérivées  ^^  ^^  ^  sont  nulles  au  point  x,   y,   :;,  t.  Ce  point 

vX    cil     ôZ 

est  alors  àii  point  singulier.  On  peut  encore  se  proposer  de 
trouver  le  lieu  géométrique  des  tangentes  en  ce  point.  La 
méthode  que  nous  allons  employer  nous  donnera  directe- 
ment l'équation  du  plan  tangent  sous  la  forme  (20). 

On  sait  qu'une  tangente  au  point  M  est  la  limite  des 
positions  d'une  sécante  qui  passe  en  ce  point,  lorsqu'un 
deuxième  point  d'intersection  de  la  sécante  avec  la  surface 
vient  se  confondre  avec  le  premier,  suivant  une  loi  déter- 
minée, d'ailleurs  arbitraire.  Soient  alors  x,  /y,  z^  t  les  coor- 
données homogènes  du  point  M  et  X,  Y,  Z,  T  celles  d'un 
point  courant  de  la  sécante  qui  passe  en  M;  on  sait  qu'un 
autre  point  M'  quelconque  de  la  sécante  pourra  être  consi- 
déré comme  ayant  pour  coordonnées 

,^'  =  a7  +  ÀX,       ^' =  _?/ -}- XY,       ...,       t'=zt-\-li:, 
et,  si  ce  point  est  sur  la  surface,  on  aura  identiquement 
/•(^^  +  XX,        y  +  >^Y,        .-  +  XZ,        t-\-XÏ)  =  o. 
Développons  cette  équation  par  la  formule  de  ïaylor  : 

Le  premier  terme  est  nul  par  hypothèse;  l't'qualion  pré- 
cédente, considérée  conime  déterminant  les  valeurs  de  X  d'où 
résulteront  les  coordonn('es  .r',  //,  z\  t'  des  points  M'  com- 
muns à  la  surface  et  à  la  sécante,  a  une  racine  nulle  en  X, 
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ce  qui  était  facile  à  prévoir.  Pour  qu'une  seconde  racine 
soit  nulle,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  le  coefficient 
de  A  soit  nui  ;  on  retrouve  ainsi  l'équation  (20)  du  plan 
tangent.  Si  ce  plan  est  indéterminé,  le  point  sera  singulier. 
Supposons  toutes  les  dérivées  partielles  nulles  jusqu'à 
l'ordre  n  exclusivement  ;  a"  se  trouve  en  facteur  ;  toute 
sécante  qui  passe  en  M  coupe  la  surface  en  n  points  con- 
fondus avec  M;  le  point  M  est  dit  multiple  d'ordre  n. 
Pour  qu'un  nouveau  point  vienne  se  confondre  avec  les  pré- 
cédents, il  faut  et  il  suffit  que 

Celte  équation  symbolique  est  celle  d'un  cône  de  degré  n 
contenant  toutes  les  tangentes  au  point  M. 

Théorie  du  contact 


-406.  Le  principe  de  la  théorie  est  le  même  que  pour  les 
courbes  planes.  Nous  laisserons  de  côté  le  contact  de  deux 
surfaces. 

Deux  courbes  planes  ou  gauches,  ou  une  courbe  et  une 
surface,  ont  un  contact  de  n"""  ordre,  lorsqu'elles  ont  en 
commun  ?i  +  1  points  infiniment  voisins.  Si  ^q,  /q  +  ^i^o» 
/q  -{-  A^o,  •••5  ^0  +  ^n^o  définissent  n  -+-  1  points  de  la 
courbe  gauche  (G),  il  faudra  exprimer  que  les  points  ainsi 
définis  sont  sur  la  deuxième  courbe  (C)  ou  sur  la  surface  (S). 

Examinons  d'abord  le  cas  de  deux  courbes  (C)  et  (C),  et 
supposons  (C)  donnée  par  les  équations  (1),  (C)  par  les 
relations 

En  remplaçant  dans  ces  équations  x,  //,  .z  par/|(/),  /^{f)^ 
/o  (/)  respectivement,  on  obtient  deux  équations 


^,[i]=^o     ) 


'  (22) 
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et  les  conditions 

<f  [t,  +  A,-^o)  =  O'         'h  (^0  +  Mo)  =  0,         (z  =  1,  2,  ...  î^) 

se  transforment,   comme    dans   la  théorie    du  contact   des 
courbes  planes,  en 

^     (^o)  =  0^         'h  (^o)  =  o     1 

Y    {t,)  =  o,         ri{to)  =  o      .  (23) 

.f«)(0=o,         '^(0  =  0     ! 
S'il  s'agit  du  contact  de  la  courbe  (C)  et  de  la  surface  (S) 

F  {x,  y,  ^)  =  0, 

il  est  évident  que  la  même  méthode  s'appliquera  et   que  les 
conditions  seront 

•HO^O,  f(g=:0,  ...,  Y')lt,)=0. 

Il  résulte  de  là  que,  si  x^,  //^,  z^,  sont  des  valeurs  des 
variables  déterminées  par  une  valeur  l^  du  paramètre,  inli- 
niment  voisine  de  ^q,  l'expression  F {x^,  yj,  z^)  sera  inlini- 
ment  petite  d'ordre  /i  +  l,  par  rapport  a  l'accroissement 
de  t.  On  aura  en  effet  identiquement,  à  cause  des  relations 
précédentes, 

F(^n.yo^.)  =  'f  (^i)  =  -^  {to  +  ^t) 

Il  faut  remarquer  que,  si  le  point  est  ordinaire  sur  la 
courbe  gauche,  à.t  est  du  même  ordre  que  l'arc  infiniment 
petit  de  cette  courbe. 

407.  Nous  démontrerons  encore  que,  par  analogie  avec 
le  cas  des  courbes  planes,  lorsqu'il  y  a,  en  un  point  ordi- 
naire M,  contact  du  ti"""  ordre  entre  deux  courbes  gauches, 
ou  entre  une  courbe  et  une  surface,  ou  peut  trouver  sur  les 
deux  hgures  correspondantes  deux  points  N  et  Nj,  inlini- 
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ment  voisins  de  M,  et  tels  que  leur  distance  soit  d'ordre 
n  -\-  1  au  moins  par  rapport  à  MN.  Nous  distinguerons  deux 
cas  : 

V  Cas  de  deux  courbes  (C)  et  (Cj) 

y  =  f{x),        .2-  =  cp  [x),  (C) 

Soient  .Xq,  ^q,  les  coordonnées  du  point  M  de  contact,  x, 
y,  z,  celles  d'un  point  N  de  (C),  ^j,  y^,  Z|,  celles  d'un  point 
Nj  de  (C,).  Nous  supposerons  que  la  tangente  au  point  M 
ne  soit  pas  parallèle  au  plan  soy;  MN  se  projette  alors  sui- 
vant un  infiniment  petit  x  —  x^  de  même  ordre.  Prenons 
le  point  Nj,  de  manière  que 


On  aura  évidemment 

Or  on  voit,  comme  au  chapitre  précédent,  n°  336,  que 


a>  U»  —  '^[oc. 


A^ ^ — '■ — \<ui''^\)(x  \ a^"+^Hx  114- 


Donc  NNi  est  bien  du  [n  -\-  1)°"  ordre  au  moins  par  rap- 
port h  X  —  a^o  ou  à  MN. 

La  réciproque  se  démontre  comme  pour  les  courbes 
planes. 

2°  Cas  d'une  courbe  (G)  et  d'une  surface  (S),  ayant  pour 
équations  respectivement 

y=zf{x],  z  =  ^[x),  (C) 

z  =  'P[x,y).  (S) 

Soient  encore  .i-q,  y^,  ^O'  ^^^  coordonnées  du  point  M  com- 
mun aux  deux  ligures;  ^,  y,  z,  celles  d'un  point  N  de  (C); 
j:,,  y,,  Zj,  celles  d'un  point  N^  de  (S).  Nous  pouvons  encore 
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supposer  que  la  tangente  au  point  M  à  (C)  n'est  pas  paral- 
lèle au  plan  zoy^  et,  par  suite,  que  MN  est  de  même  ordre 
que  X  —  x^y  D'ailleurs  les  équations  de  (C)  donnent 

y  —  2/0  =  (^  —  ^0)  f  [«^0  +  M^  —  «'o)]  ' 

^  —  ^0   =   (-'^  —  ^-o)  ?'  [^0   4-    ^K  {P  —  ^0)]'     • 

d'où  il  résulte  que  //  —  y^  et  s  —  Sq  sont  de  l'ordre  de 
X  —  ^Q,  si  les  dérivées  /'(^o)  ^^  ?'(^o)  ^'^  '^otA  pas  nulles,  ce 
que  nous  supposerons.  Prenons  le  point  N^  de  manière  que 

^1  =  ^,      .Vf  =  y- 
Alors 


NN,  =  I  ^ 


Or 


s-  —  ^,  ■=  z  —  F  (a;,,  .y,)  =  ©  (a;)  —  F  [x,  y) 


=  >^  (x)  —  F  [x,  f[x)]  =  ']^  (.->;)  =  ^  (a^o  +  x  —  x^) 
et 

Par  hypothèse,  il  y  a  contact  du  /i""'  ordre,  c'est-à-dire 
que 

La  différence  s  —  z^  est  donc  d'ordre  n  -{-  i-,  au  moins 
par  rapport  à  ^  —  Xq,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie  :  si  une  courbe  (G) 
et  une  surface  (S)  ont  un  point  M  commun,  et  s'il  existe  sur 
(G)  un  point  N,  sur  (S)  un  point  Nj,  tel  que  NN,  soit  infi- 
niment petit  d'ordre  n  -\-  i,  par  rapport  à  MN,  la  courbe  et 
la  surface  ont  un  contact  du  it^^  ordre.  Il  suffit,  pour  le 
voir,  de  prendre  oz  parallèle  à  NNj. 

408.  Ce  qui  précède  suppose,  comme  dans  le  contact  des 
courbes  planes,  que  le  point  .M  soit  un  point  ordinaire  sur 

(G)  et  sur  (S). 
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Oscillation 

4r09.  On  dit  qu'une  courbe  ou  qu'une  surface  sont  oscu- 
latrices  avec  une  courbe  gaucbe  donnée  lorsqu'elles  ont 
avec  cette  courbe  gauche  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé 
compatible  avec  le  nombre  d'arbitraires  qui  figurent  dans 
leur  définition.  Comme  application  de  la  théorie  du  contact, 
nous  allons  chercher  les  figures  les  plus  simples  oscula- 
trices  à  la  courbe  gauche  (1). 

4:10.  Droite  osculatrice  ou  tangente.  —  Les  équations 
d'une  droite  renferment  quatre  paramètres  ;  on  pourra 
donc  l'assujettir  à  quatre  des  conditions  (23).  La  droite  a 
pour  équations 

\  =z  as  -\-  a, 

si  elle  doit  être  osculatrice  à  (G),  au  point  a?,  y,  s,  on  aura 
les  conditions  suivantes,  dans  lesquelles  x\  y\  s',  désignent 
toujours  les  dérivées  par  rapport  à  t  : 

X  ^  az  -\-  a, 

y  =  hz  +  i^, 

y'=bz'. 
On  en  tire 

X^— a? Y  —  y Z  —  z 


X  y  z 

Ce  sont  bien  les  équations  de  la  tangente  (3). 

Plan  oscillateur 

411.  Le  plan 

«X -}-- èY  +  cZ  +  c?  ==  o, 
renfermant  dans  son  équation  trois  paramètres,  pourra  être 
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assujetti  à  trois  conditions  (contact  du  second  ordre),  savoir 

ax  -f-  ^V   +  c,^  -\-  d  z=.  o, 
ax   -\-  hy'  -\-  cz'  =z  o, 

ax"  +  hy"  +  cz"  =0. 


L'équation  du  plan  osculateur  sera  donc 


\.  —  x 

Y -2/ 

Z  — 

x' 

y' 

z 

X 

y" 

z" 

■=  o, 


(24) 


ou,  en  désignant  par  A,  B,  G,   les   mômes  quantités  qu'au 
n°  399, 

A  (X  —  X)  -f  B  (Y  -  1/)  +  C  [Z  —  z)  =  G.       (25) 

Par  définition,  le  plan  osculateur  passe  par  trois  points 
infiniment  voisins,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  tan- 
gente et  un  point  infiniment  voisin.  On  peut  montrer  faci- 
lement qu'il  est  encore  le  plan  mené  par  une  tangente  paral- 
lèlement à  la  tangente  au  point  infiniment  voisin.  En  effet 
la  condition  pour  que  le  plan 


A(X-.^)  +  B(Y-2/)  +  C(Z 
passe  par  la  tangente 

X  —  .^      ^  —  y      Z  — 


=  o 


est 


y 


kx'  -\~  B?/  +  C^'  =  0. 


Elle  est  identiquement  vérifiée  à  cause  de  la  signification 
de  A,  B,  C.  La  tangente  au  point  infiuiment  voisin  a  pour 
paramètres  directeurs  x  -\-  (lx\  y'  -\-  dy' ,  z  -\-  <lz\  ou 
x  H-  xdl,  //'  H-  y'dt^  z  +  zdt^  et  elle  sera  parallèle  uu 
plan  osculateur  si 

A  [x'  +  o:"dl)  -1-  B  [y   -{-  y'dt)  -]-  C  {z'  -f  z'dù  =  o. 
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Cette  condition,  qui  se  réduit  à 

kx"  +  B^y"  +  Ç.Z"  =  o, 
est  encore  identiquement  vériliée. 

Cercle   osculateur 

412.  Les  équations  d'une  circonférence 

(X  -  a)-^  +  (Y  -  P)2  +  (L  -  yf  =  R^ 
«  (X  -  a)  4-  6  (Y  -  {i)  +  c  (Z  -  y)  =  O, 

contiennent  six  paramètres;  on  pourra  donc  écrire  les  six 
premières  conditions  (20),  ce  qui  établit  un  contact  du  second 
ordre, 

{œ  -  y:f  +  (t/  -  py  ^{z-  yy  =  r^ 

:c'  {x  —  a)  +  ]./'  {ij  —  fa)  -^  z'  [z  —  y)  =  o 

oo"  [x-a)-\-  y"  {y  -  p)  +  z"  [z  -  y)  +  x'^  -f  y"'  +  z''^  =  o 

a  {x  —  x)  ^  b  {y  —  {i)  -{-  c  {z  —  y)  =  o 

ax'  -f-  by'  -f-  cz'  =  o 

ax"  4"  hy"  4"  ^^"  =  o 


.   (26) 


Les  deux  dernières  montrent  que  «,  ô,  c  ont  précisément 
pour  valeurs  A,  B,  G,  c'est-à-dire  que  le  plan  du  cercle 
osculateur  est  le  plan  osculateur;  les  trois  précédentes 
détermineront  a,  (i,  y;  les  deux  premières  d'entre  elles 
expriment  que  le  point  a,  (r),  y,  se  trouve  sur  la  droite 
polaire.  On  peut  donc  énoncer  en  passant  ce  théorème  : 
Le  centre  du  cercle  osculateur  est  à  r intersection  du  plan 
osculateur  et  de  la  droite  polaire.  Il  résulte  aussi  des  for^ 
mules  (15)  que  la  droite  polaire  est  perpendiculaire  au 
plan  osculateur  :  la  droite  polaire  est  Vaxe  du  cercle  oscula- 
teur ;  on  l'appelle  souvent  axe  de  courbure.  Calculons  main- 
tenant a,  3,  y;  on  tire  aisément  des  équations  (26)  : 

^  —  «     _     y  —  P     ^_     3  —'y 


Cy'  —  B^'  "~  A^'  —  Ox'       Bx'  —  \y' 


x"  {Cy'  —  Bz')  +  y"  {Xz'  —  Cx')  +  z"  [Bx'  —  Ay') 
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Le  dernier  membre  est  égal  à 

X-2   ^  B2   ^   Q2 

Le  centre  du  cercle  osculateur  est  donc  donné  par  des  for- 
mules relativement  simples,  qui  se  déduisent  par  permuta- 
tion de  la  première 

On  en  déduit 

,  _  jx'-^  +  y'-^  +  z'-^)^ 
^     A2  +  B2  -I-  C^   ' 

c'est-à-dire  la  même  valeur  que  pour  le  rayon  de  courbure 
(14).  Le  cercle  osculateur  peut  donc  encore  être  appelé 
cercle  de  courbure,  son  rayon,  rayon  de  courbure,  et  son 
centre,  centre  de  courbure. 


Ti'ièdre    nioï>ile 


4i:j.  On  appelle  normale  principale  en  un  poinl  d'une 
courbe  gauche,  celle  des  normales  à  la  courbe  qui  est  située 
dans  le  plan  osculateur  en  ce  point.  La  normale  principale 
passe  donc  au  centre  de  courbure. 

Nous  ])ouvons  maintenant  définir  trois  droites  deux  à 
deux  rectangulaires  et  parfaitement  déterminées  en  chaque 
point  de  (C),  ([ue  nous  prendrons  comme  axes  de  coordon- 
nées mobiles  avec  le  point  de  la  courbe  :  Taxe  des  x  sera  la 
tangente  à  la  courbe  comptée  dans  le  sens  des  arcs  crois- 
sants ;  l'axe  des  y,  la  normale  principale  comptée  vers  le 
centre  de  courbure  ;  l'axe  des  z,  la  perpendiculaire  aux  deux 
pnuniers;  cette  perpendiculaire  est  parallèle  à  la  droite 
polaire  et  a  reçu  le  nom  ih'  h'inorinalc. 


414  CHAPITRE    XVIII 

On  définit  le  sens  de  cette  dernière  droite  par  la  condition 
que  le  trièdre  mobile  puisse  être  amené  à  coïncider  avec  le 
trièdre  des  axes  fixes;  en  d'autres  termes,  la  binormale  est 
orientée  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  princi- 
pale comme  Oz  l'est  par  rapport  à  Ox  et  à  Oy. 

Nous  avons  déjà  calculé  par  les  formules  (6)  les  angles  a, 
|3,  Y,  de  la  tangente  avec  les  axes  fixes,  et  par  les  formules 
(9),  (15),  les  angles  ;,  -q,  'Ç,  de  la  binormale  avec  les  mêmes 
axes.  On  en  déduira  facilement  les  angles  directeurs  X,  \)., 
V,  de  la  normale  principale  [qui  d'ailleurs  résulteraient 
aussi  des  formules  (27)],  par  les  formules 

ces  X  =  cos  -q  ces  Y  —  cos  Ç  ces  [3, 
ces  [x  =  cos  ^  cos  a  —  cos  l  cos  y, 

cos  V  =:  cos  l    cos  [5   —  COS  T,  COS  a. 


Toi'sioli 


414.  Il  existe,  entre  les  différentielles  de  ces  divers  angles, 
des  relations  que  nous  établirons  bientôt  ;  mais  il  importe 
de  définir  d'abord  un  dernier  élément  capital  dans  l'étude 
des  courbes  gauches.  Nous  voulons  parler  de  la  torsion  ou 
seconde  courbure. 

On  comprend,  en  effet,  que  la  courbure  ne  peut  servir  à 
différentier  les  courbes  planes  des  courbes  gauches  ;  le  carac- 
tère de  ces  dernières  étant  d'avoir,  en  chaque  point,  un  nou- 
veau plan  osculateur,  il  était  naturel  d'introduire,  comme 
élément  fondamental,  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  infi- 
niment voisins,  ou  mieux  le  rapport  de  cet  angle  à  à  l'arc 
infiniment  petit  correspondant.  C'est  ce  rapport  que  nous 
appellerons  torsion  et  que  nous  désignerons  par  la  lettre  t  : 
nous  allons  la  calculer. 

Soient  (25) 

A  (X  —  a;)  +  B  (Y  —  y)  +  C  (Z  —  ^)  =  o. 
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les  équations  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins. 
Leur  angle  à  sera  donné  par  la  formule 

.  ,  ,  _     (B^C  —  CclB)^  -f  [CdA  —  AdCy  -\-  [AdB  —  Bdky- 
«"1^  Y  —  (AH-  B2  +  C^)  [(A  +  dA)-'  +  (B  +  dB)^  +  (G  -]-  dCy^] 

ou  comme  '\i  et  sind;  ont  la  môme  valeur  principale 


Or 


2  _  S  (Bc^C  —  CdB)"" 

(A2  +  B2  +   C2)2' 

A  =  y'z"  —  ^y, 

c^A  :=  {y'^'"  —  ^'y'")  cit. 


Si  donc  on  pose 


D  = 


ce 

y 

z 

x" 

y" 

z 

x'" 

y'" 

z 

(28) 


on  voit  que  les  binômes  qui  figurent  au  numérateur  de  d;^ 
seront,  au  facteur  dt  près,  les  mineurs  du  déterminant  adjoint 
de  D  ;  leurs  valeurs  seront  donc,  d'après  un  théorème  connu, 

BdC  —  CdB  =  x'Ddi, 
Cdk  —  AdC  =  îj'Ddt, 
AdB  —  Bc/A  z=z  z'Ddt. 


On  en  déduit 


Y      —  (^2   ^   B2    _^    (^2)2  ' 

""  "~  ds  A^  +  B--^  +  C- 


(29) 


Remarquons  que  les  équations  des  deux  plans  osculateurs 
infiniment  voisins  peuvent  s'écrire 

X  —  x  Y  — y  Z  —  z 

QdC  —  CdB  ~  CdA  —  AdC  ~"  AdB  —  BdA' 
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OIT,  d'après  ce  qui  précède, 

X  —  X       Y  —  y       Z 


X  y  z 

La  tangente  en  un  point  est  donc  l'inlerseclion  du  plan 
osculateur  en  ce  point  et  du  plan  osculateur  infiniment 
voisin. 

415.  Les  courbes  planes  ont  pour  plan  osculateur  leur 
plan  :  leur  torsion  est  donc  nulle.  Mais  sont-ce  les  seules 
courbes  pour  lesquelles  on  a 

D  =  G  ? 

Pour  répondre  à  cette  question,  je  supposerai  que  la 
variable  indépendante  soit  x  : 

£r'  =  1 ,         x"  ^=.  0,         x"'  =  G. 

La  condition  précédente  se  réduit  donc  à 

d}y  cV^z        (Py  d'z  

dx"^  dx^        dx'^  dx^         ' 

ce  qui  peut  s'écrire  : 

d'^y       d^z 

dx^ dx^ 

■    ^  ~'(ÏÏ~z' 
dx''-       dx^ 

En  remontant  aux  fonctions  primitives,  on  trouve 

dx'^  dx'^^ 


puis 

y  =z  Cz  -\-  C^x  +  Ca. 


dy  _  ^  dz        ^ 
dx  dx  ^  ' 
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Les  courbes  planes  sonl  donc  les  seules  pour  lesquelles 
la  torsion  soit  nulle  en  tous  les  points.  Les  points  d'une 
courbe  gauche  pour  lesquels  la  torsion  est  nulle  sont  dits 
points  où  le  plan  oscillateur  est  stationnaire.  Ils  sont  les  ana- 
logues des  points  d'inflexion  dans  les  courbes  planes. 

416.  En  général,  la  distance  d'un  point  M'  d'une  courbe 
gauche  au  plan  osculateur  en  un  point  M  infiniment 
voisin,  est  un  infiniment  petit  de  troisième  ordre  par  rapport 
à  l'arc  MM'.  En  effet,  soient  x  +  Aj:,  y  4-  Ay,  z  -f  As,  les 
coordonnées  du  point  M';  sa  distance  au  plan  osculateur, 
dont  l'équation  est 

A(X  -  X)  +  B(Y  -  ?/)  +  C  (Z  -  z)  =  0, 
sera 

.  _    I  AAa;-f  BA.v  -\- C^z  \ 
°  ~         V  A2  4-  B-'  +  C 

Or  la  formule  de  Taylor  donne 

1  1 

Ax  =  dx  -f-  -  fPx  -)-  -  d'^x  -\-  ... 

ày  =  dy  -f  ... 
A3-  =  dz  -f  ... 

et  comme  par  hypothèse 

kdx  -f-  ^dy  +  ^^-dz  =  0, 
kd^x  -f  \^d-y  4-  Cd:^z  =  o, 

il  reste 

1  I  ArRr  +  x^dhj  +  i:d:'z  +  ...  I 


0 


6  VA=^  +  B--^  4-  C^ 

Mais 

d'-h:  =  x"'di-\         d-\i/  =  y"'dl\         d'^z  =  z"'dt^  : 

la  valeur  principale  de  c  est  donc 

5  =  i    I  A.--"  +  By-  +  C.-  I   „,,  ^  1  I  D  i  ,„, 

|>      v'A''  +  is'  +  '•'  •>  Va-  +  B-  + 1;- 

r.AI.CUr-    INFINITÉSIM.VL.  "11 
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Elle  est  bien  du  troisième  ordre.  Aux  points  où  le  plan 
oscillateur  est  stationnaire,  sa  distance  au  point  infiniment 
voisin  devient  d'ordre  supérieur  au  troisième. 

Pour  les  points  ordinaires,  on  peut  donner  un  aspect  plus 
géométrique  à  la  dernière  formule,  en  introduisant  dans  o 
la  courbure  et  la  torsion.   Un  calcul  immédiat  montre  que 


0=1  I  /f,T  I  ds-K 

D 


Cette  distance  changeant  de  signe  avec  r/.s,  la  courbe  tra- 
verse le  plan  osculateur. 


Hepréseii  ta  tîoii  spliéri€[ue 

Relations  entre  les  différentielles  des  cosinus 

directeurs    du    trièdre    mobile 


417.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  par  a,  [i,  y, 
X,  [j.,  V,  ç,  r,,  'C,  les  cosinus  des  angles,  qui  étaient  jusqu'ici 
(n°  414)  représentés  par  les  mêmes  lettres,  c'est-à-dire  que 
nous  écrirons  a  au  lieu  de  cos  a,  et  ainsi  de  suite. 

Les  formules  de  Frenet^,  que  nous  allons  établir,  se 
démontrent  très  aisément  à  l'aide  de  la  représentation  sphé- 
rique.  Soit  o  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  un;  par  ce 
centre  menons  une  parallèle  à  la  tangente  MT  au  point  M 
de  (G),  et  dans  le  sens  choisi  comme  positif  sur  la  tangente. 
Cette  parallèle  percera  la  sphère  en  un  point  m  qui  est  déter- 
miné par  la  tangente  en  M  et  qui  la  détermine  sans  ambi- 
guïté. Ce  point  m  est  la  réprésentation  sphérique  de  MT,  et  le 
lieu  de  7n  s'appelle  V indicatrice  sphérique'^-  ;  les  coordonnées 
de  m  sont  évidemment  a,  jS,  y.  La  tangente  au  point  M' 
infiniment  voisin  sera  représentée  par  le  point  m'  de 
coordonnées    y.  +  da,   ^  -\-  d^,   v  -h  dy^   de   sorte   qu'on    a 

1  On  donne  aussi  parfois  à  ces  formules  le  nonyde  Serret,  ce  géomètre  les 
ayant  obtenues,  de  son  côté,  peu  de  temps  après  Frenet. 

-  L'indicatrice  sphérique  d'une  courbe  plane  est  un  grand  cercle,  et  récipro- 
quement. 


COURBES    GAUCHES.    —    SURFACES,    ETC.  419 

immédiatement  pour  la  courbure 

1  arc  mm 


K  ~  arc  MM' 

Remarquons,  en  outre,  que  la  droite  mm  est  à  la  limite 
perpendiculaire  à  om,  et  qu'elle  est  dans  un  plan  parallèle 
à  om  et  à  om',  c'est-à-dire  à  deux  tangentes  infiniment  voi- 
sines :  mm  est  parallèle  au  plan  osculateur  et,  par  suite,  à 
la  normale  principale.  Ecrivons  cela,  en  prenant  pour  sens 
de  la  normale  celui  de  m  vers  m\ 


d'où 


(h. f/p  (.h[  ds 

T  ^  7"  ~  T  ~  R  ' 


dx  =  l  ^^  dp  =  [J-  ^'  f^Y  =  ^  îï  •         (^0) 


Ce  sont  les  premières  formules  de  Frenet. 

Représentons  maintenant  sphériquement  les  droites  po- 
laires en  menant  on,  on'  parallèles  à  ces  droites  ;  nn'  mesu- 
rera l'angle  de  deux  droites  polaires,  et  l'on  aura 


MM' 


De  plus  le  plan  onn\  étant  parallèle  aux  deux  axes  de 
courbure,  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  osculateurs 
infiniment  voisins  et,  par  suite,  à  leur  intersection,  c'est-à- 
dire  (n°  414,  Remarque),  à  la  tangente,  et  comme  nn'  est 
perpendiculaire  à  la  droite  polaire,  ou  parallèle  au  plan  oscu- 
lateur, elle  est  encore  parallèle  à  la  normale  principale.  Les 
coordonnées  de  n  étant  5,  r,,  Z,  et  celles  de  ;/  ;  +  (/:, 
•/]  -h  (/-q,  'Ç  -\-  r/j3,  le  parallélisme  dont  il  vient  d'èire  question 
se  traduira  par  les  conditions 

dl        dri        dX, 

—    =r  ^   =  =   T    .    as.  (01  ) 

A  [J.  V  ' 

C'est  le  second  groupe  des   formules  de   Frenet,   et   il  en 
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résulte,  pour  le  signe  de  t,  une  détermination  précise  que 
n'avait  pas  fournie  la  Formule  (29).  Il  reste  à  calculer  r/X, 
d\j.,  dv. 

Or  le  trièdre  mobile  ayant  rorientation  convenue,  on  a 


y  y        ' 

a  =  a;  —  yç      ;• 


(32) 


Nous  en  déduirons  les  différentielles;  il  suffit  de  faire  le 
calcul  pour  la  première 

dX  =  yly  +  ydr,  —  pdC  —  HdH. 

Cette  égalité  devient,  à  cause  des  formules  (30)  et  (31), 

7^  ''^■*^        I  7  r  7  V  f^-^ 

dk  z=  T^y  —  -\-  ytj.TdS  —  pMzds  (,[i. 


R 


ou 


:33^ 


R 

dl  =  ''^'^  ~  ''•"  ds  -\-  (va  —  [3v)  Tds. 

Mais  on  sait  que  dans  le  déterminant 

8 


chaque  élément  est  égal  au  mineur  correspondant,  pris  avec 
son  signe;  c'est  ainsi,  par  exemple,  qu'ont  été  écrites  les 
équations  (32).  On  aura  donc  aussi 


a  =-  [jX 


vq, 


r- 


y[>-' 


32  bis] 


ce  qui  permet  de  simplifier  la  formule  (33)  et  d'écrire  déti- 
nitivement  (en  écrivant  aussi  par  analogie  les  valeurs  de 
du.  et  de  f/v) 


dl 


R 


<J.=  i-^ 


r/v 


(-è-0 


ds 

T,T  1  ds 

ds 


(34] 
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Ces  équations   avec  (30)   et  (31)    constituent   le    groupe 
complet  des  formules  de  Frenet. 

418.  Ces  formules  offrent    certaines    commodités    pour 

le   calcul.    Proposons-nous,    par   exemple,    de    calculer   les 

cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  en  fonction  de 

71  /-  dx     ^        du  dz     ,        ,,  ,        /^   ^ 

lare.  Lomme  a  =  nr>   3=    /  '  y  =  t"'    It^s   formules    (30) 

ds  ds  ds  ^     ' 

donnent  sous  la  forme  la  plus  simple 

o  d'os  „  d'-y  „  d-z 

ds^  '  ds-  ds^ 

et  les  formules  de  changements  de  variables  permettraient 
d'exprimer  "a,  ;x,  v,  en  fonction  d'une  variable  quelconque. 
Mais  le  calcul  que  nous  venons  de  faire  a  une  plus  haute 
portée;  en  effet,  nous  avons  obtenu,  en  fonction  des  quan- 
tités a,  3,  Y,  A,  ij,,  V,  et  des  courbures,  les  dérivées  premières 
et  secondes  des  coordonnées  d'un  point  courant  de  (G),  par 
rapport  à  l'arc  s.  En  prenant,  de  nouveau,  les  dérivées  par 
rapport  à  s,  dans  les  équations  précédentes,  on  introduira 
les  dérivées  troisièmes  des  coordonnées,  et,  dans  les  pre- 
miers membres,  les  dérivées  de  a,  [x,  v  ;  mais  ces  dernières 
s'expriment  (3i)  en  fonction  des  cosinus  a,  (3,  y,  ;,  •^,  ^,  et 
l'on  pourra  de  môme  obtenir  successivement  toutes  les 
dérivées  des  coordonnées  en  fonction  des  cosinus  directeurs 
du  trièdre  mobile.  Par  suite,  dès  qu'on  connaîtra  la  cour- 
bure et  la  torsion  en  fonction  de  l'arc 

>^  =  /"(s),        ^  =  =f(*'), 

et  qu'on  aura  de  plus,  pour  une  valeur  Vq  donnée  de  s,  les 
valeurs  initiales  des  coordonnées  et  des  cosinus,  .2^,,  /y^,,  ;,ii 

«0'  HO)  Yo?  ^>û'  l-*'!)'  ^\i  (<1  oi^i  -.[)i  'lih  ^(i);  ^'^  courbe  gauche  sera 
déterminée,  et  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  s'ob- 
tiendront, sans  intégration,  par  des  séries  de  Taylor,  telles 
que 

'd.A      ,    (s  —  sS-  fd:^aA-    , 


'■  =  ^0  +  («  —  «o)    77:       -f 


dsj^^    '  2         \ds} 
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Si  on  suppose,  par  exemple,  les  axes  fixes  coïncidant  à 
Forigine  des  arcs  avec  le  trièdre  mobile,  on  aura 

a  =  1,         P  =  o,         y  =  o, 
X  =  G,  a  ^  1,  V  =  O, 

1=0,        ■/]  =  O,        C  =  1. 

"=(1).='-  (ii=(si),.=°'  csi^^*'^'"- 

et  les  développements  en  séries  dont  il  vient  d'être  question 
donneront  pour  les  premiers  termes  des  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  infiniment  voisin  de  l'origine  M  des 
coordonnées  du  trièdre  mobile 


œ  ^  s  —  A'  — 
o 

Z   -  k.    ^ 

Dans  ces  formules,  k  et  -  sont  les  valeurs  de  la  courbure 
et  de  la  torsion  au  point  M  ;  k'  la  valeur  au  même  point  de 
la  dérivée  de  la  courbure  par  rapport  à  l'arc.  La  dernière 
de  ces  formules  constitue  une  nouvelle  démonstration  de 
celle  donnée  au  n°  416. 

Ces  trois  formules  ont  été  données,  dès  1869,  par  M.  Rou- 
ché,  dans  une  note  placée  à  la  suite  du  Traité  de  Géomé- 
trie descriptive,  de  Tli.  Olivier;  nous  empruntons  à  la  même 
note  les  valeurs  principales  d'un  certain  nombre  de  quan- 
tités infiniment  petites,  qu'il  peut  être  utile  de  connaître,  et 
dont  l'établissement  n'est  plus  alors  qu'un  exercice  de  géo- 
métrie analytique. 

La  distance  d'un  point  à  la  tangente  au  point  infiniment 
voisin  a  pour  vcdeur  principale 

0  =  -  kds-. 

2 

L'angle  du  plan  oscuJateur  en  un  point  avec  la  tangente 
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ail  point  infiainient  voisin  a  pour  valeur  principale 

-  I  At  I  ds'^. 

2 

La  plus  courte  distance  des  tangentes  en  deux  points  infini- 
ment voisins  a  pour  valeur  pinncipale 

—  I  At  I  ds^. 

12  '        ' 

L'angle  de  la  tangente  en  un  point  et  de  la  trace,  sur  le  plan 
osculateur  en  ce  pjoint,  du  plan  osculateur  au  point  infininient 
voisin  a  pour  valeur  principale 

-  kds  ; 

c'est  la  moitié  de  l'angle  de  contingence. 

L'angle  et  la  plus  courte  distance  de  deux  normales  princi- 
pales infiniment  voisines  ont  pour  valeurs  principales  respecti- 
vement 

ds  Slli^    +    t2, 

xds 

Le  plan  osculateur  en  un  point  M  fait  avec  le  plan  mené 
par  la  tangente  en  ce  point  M  et  par  un  point  M'  infiniment 
voisin  un  angle  dont  la  valeur  principale  est 

c'est-à-dire  le  tiers  de  l'angle  de  torsion. 

La  perpyendiculaire  commune  aux  tangentes  en  deux  points 
infiniment  voisins,  M  et  M',  fait  avec  la  binormale  un  angle 
dont  la  valeur  principale  est 
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Consîclél'atiolis  géométriques 

419.  Par  un  point  0,  menons  des  parallèles  Om,  Om', 
Oc,  aux  tangentes  MT,  M'T',  et  à  la  corde  MM',  d'une  courbe 
gauche  (G).  Si  le  point  M  est  ordinaire,  les  angles  de  Mï  et 
de  M'T'  avec  MM'  sont  évidemment  de  même  nature  ;  en 
d'autres    termes,    dans   le    trièdre    Omm'c,    les    deux   faces 

cOwz,  cOm',  sont  des  infiniment  petits  de  même  ordre;  elles 

sont  donc  aussi  du  rnême  ordre  que  mOm',  qui  est  Fangle 
de  contingence  de  (G);  elles  sont  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  l'arc  MM'.  11  en  résulte  que  la  démonstration  donnée 
n"  338,  pour  les  courbes  planes,  subsiste,  et  que,  sauf  aux 
points  singuliers^  la  distance  d'un  point  d'une  courbe  à  la 
tangente  au  point  infiniment  voisin  est  du  second  ordre 
par  rapport  à  Varc  qui  unit  les  deux  points. 

Par  la  tangente  en  M,  menons  un  plan  P  quelconque, 
et  soit  M'A  la  perpendiculaire  abaissée  de  M'  sur  ce  plan, 
M'B  la  perpendiculaire  à  la  tangente  MT.  L'angle  ABM' 
n'est  pas  infiniment  petit,  et,  comme  dans  le  triangle  ABM', 
on  a 

M'A  =  M'B  sin  ÀBM', 

la  distance  du  point  M'  au  plan  P  est  du  deuxième  ordre. 
Il  y  a  exception  si  le  plan  P  fait  avec  le  plan  MBM'  un 
angle  infiniment  petit,  c'est-à-dire  si  le  plan  P  occupe  la 
position  limite  du  plan  MBM'  (plan  osculateur).  La  distance 
du  point  M'  au  plan  osculateur  est  donc  d'ordre  supérieur 
au  second. 

Il  résulte  de  la  définition  de  la  torsion  et  de  considéra- 
tions analogues    à    celles  développées    au   commencement 

de  ce  paragraphe  que  l'angle  ABM'  est,  en  général,  du  pre- 
mier ordre,  et,   par  suite,   que  la   distance  d'un   point  au 
plan  osculateur  est  du  troisième  ordre  en  général. 
Le  cercle  osculateur,   limite  d'un  cercle  qui   touche  MT 
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en  M  et  qui  passe  en  M',  est  dans  le  plan  osculateur.  Soit 
dans  le  plan  de  ce  dernier  cercle,  M'C  perpendiculaire  sur 
le  diamètre  qui  passe  en  M,  et  Rj  le  rayon  du  cercle,  on  a 

MM''  =  MC  X  2R^  ; 

d'où,  pour  valeur  principale  de  la  distance  de  M'  à  la  tan- 
gente en  M, 

MC  =  0  =  ~  ds\ 
2R 

C'est  la  formule  donnée  sans  démonstration  au  n°  418. 


Sphère  osculalrice 


420.  Considérons  une  sphère  quelconque  passant  par  le 
cercle  osculateur  en  M.  La  distance  M'H  du  point  M'  à  la 
circonférence  osculatrice  est  du  troisième  ordre  ;  par  consé- 
quent la  distance  de  M'  à  la  sphère  qui  est  inférieure,  mais, 
en  général,  comparable  à  M'H,  est  aussi  du  troisième  ordre. 
Il  y  a  exception  pour  une  sphère  limite  de  celle  qui  passe 
en  M'  :  c'est  la  sphère  osculatrice. 

Etablissons  son  existence  par  le  calcul,  et  calculons  son 
rayon.  Soit 

(X  -  ^^o)-^  +  (Y  -  Po)'  +  (Z  -  ^-o)-^  -  R-^  =  o 

l'équation  de  cette  sphère;  d'après  la  théorie  de  l'osculation, 
on  doit  remplacer  X,  Y,  Z,  par  les  coordonnées  x,  y,  r-,  du 
point  M,  puis  différentier  trois  fois.  Nous  prendrons  l'arc  s 
comme  variable  indépendante  ;  on  aura 

(^  -  ^o)'  -f  (y  -  y,)'  +  [^  -  z,Y  -  \\l  =  o,    (35) 
puis 

{c^-x,)-+  [y  -  .y,)  ;^  -f  (.'  -  ^o)  ^ 
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OU,  en  employant  les  notations  du  n°  417, 

[x  —  x^,)  a  +  (y  —  ?/,)  p  +  U  —  z^)  Y  =  o.         (36) 
Différentions  de  nouveau  ;  nous  obtenons  l'équation 

(^  —  ^o)  I;  H-  (y  —  ?/o)  ^  +(-''-  ^o)  ^  +  1  =  o, 

que  les  formules  de  Frenet  (30)  permettent  d'écrire 

{x  —  x^)  l  -f  [y  —  y^)  ji.  +  (^  —  z^)  V  +  R  =  0.      (37) 
Différentions  une  troisième  fois  ;  il  vient 

(Va    .    ,  du.  (h        (IK 

(^  -  ^o)  ds  +  ^^'  -  y^^  ^;  +  ^'  -^^^ds^~s  =  ^' 

parce  que 

aX  -j-  p[J.  -|-  yv  =  0. 

Remplaçons  encore  les  dérivées  de  X,  [j,,  v  par  leur» 
valeurs  (34).  Nous  obtenons  enfin  l'équation 

ou  plus  simplement  à  cause  de  (36) 

[x  —  x^)  ;  +  (?/  —  i/o)  p  -h  (^  —  3-0)  Y  —  -  ^  =  o.  (38) 

Les  équations  (36),  (37),  (38)  déterminent  ^q,  y,,,  Sq  et  (35) 
donne  Rq  ;  mais  il  suffit  d'élever  au  carré  les  trois  premières 
équations,  après  avoir  isolé  les  quantités  connues  dans  les 
seconds  membres  et  de  les  ajouter  membre  à  membre, 
pour  obtenir,  en  vertu  des  relations  bien  connues  qui  lient 
les  cosinus  directeurs  d'un  trièdre  trirectangle, 

{^-^,Y  +  (y  -  y,?  +  (^  -  ^o)-^  =  R^  =  i^^.  +  ^  C^)'-^^^^ 
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Il  est  à  remarquer  que  les  équations  (36),  et  (37)  coïncident, 
aux  notations  près,  avec  la  deuxième  et  avec  la  troisième 
équation  (26).  Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  se  trouve 
donc  sur  la  droite  polaire,  et  cette  sphère  contient  le  cercle 
osculateur. 

421.  La  formule  précédente  montre  que  le  rayon  de  la 
sphère  osculatrice  ne  peut  être  égal  au  rayon  de  courbure 
que  si 

-T  (  *  )  ^  "• 

L'annulation  du  facteur  -  n'offre   pas   d'intérêt;   elle  ne 

donne  comme  courbes  réelles  que  des  droites.  Au  contraire, 
les  courbes  définies  par  l'équation 

dR 

7^  =  °' 
méritent  d'être  étudiées.  Dans  ce  cas 

Ro  --  f^' 

le  centre  de  la  sphère  osculatrice  coïncide  avec  le  centre  de 
courbure,  et  c'est  le  seul  cas  oii  la  coïncidence  dos  deux 
centres  soit  possible. 

Cherchons,  dans  ce  cas,  le  lieu  du  centre  de  courbure.  En 
différentiant  totalement  les  équations  (36)  et  (37)  où  .i-q,  //„,  Zq 
sont  maintenant  considérées  aussi  comme  des  fonctions  de  n, 
on  trouve,  (/(ins  tous  les  cas, 

.   (Is  '       rt.S'  (Is 

Le  centre  de  la  sphère  osculatrice  décrit  donc  (oujours 
une  courbe  dont  la  tangente,  perpendiculaire  à  la  tangente 
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MT  de  (C),  et  à  sa  normale  principale,  n'est  autre  que  la 
droite  polaire.  Donc,  dans  les  courbes  à  courbure  constante, 
le  lieu  du  centre  de  courbure  est  une  courbe  (Cq)  tangente  à 
toutes  les  droites  polaires,  et  l'on  peut  déjà  remarquer  en 
passant  que,  contrairement  à  ce  qui  se  passe  dans  les  courbes 
planes,  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  (C)  n'est  pas  tan- 
gent ici  aux  normales  principales.  Le  plan  osculateur  de  (Cq), 
mené  par  une  droite  polaire  parallèlement  à  la  droite  polaire 
infiniment  voisine,  se  trouve  perpendiculaire  à  deux  plans 
osculateurs  successifs  de  (G)  ou  à  leur  intersection,  c'est-à- 
dire  à  la  tangente  MT.  Gomme,  d'autre  part,  le  plan  normal 
de  (Gq)  n'est  autre  que  le  plan  osculateur  de  (G),  la  droite 
polaire  de  (Cq)  se  confond  avec  la  tangente  de  (G).  11  y  a 
réciprocité  complète  entre  les  deux  courbes. 


Ajjplicatioii   des    théories   précédentes    ù  l'hélice 

421^.  On  sait  que  l'hélice  est  une  courbe  tracée  sur  un 
cylindre  et  telle  que  l'ordonnée  d'un  point  est  proportion- 
nelle à  son  abscisse  curviligne.  (On  appelle  ordonnée  d'un 
point  la  portion  de  génératrice  du  cylindre  comprise  entre 
le  point  et  le  plan  d'une  section  droite  fixé  arbitrairement, 
abscisse  curviligne,  l'arc  de  cette  section  droite,  compté 
depuis  une  origine  donnée  jusqu'au  pied  de  l'ordonnée.)  Il 
résulte  immédiatement  de  la  définition  que  la  tangente  à 
l'hélice  fait  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du 
cylindre.  Nous  allons,  dans  ce  numéro,  retrouver  cette  pro- 
priété et  quelques  autres,  en  nous  bornant  au  cas  du 
cylindre  de  révolution  ;  les  équations  de  l'hélice  sont  alors 

X  =  a  ces  cp,  y  =r  /«  sin  o,  ^  =  w?acp. 

On  en  tire 

dx  =  —  a  sin(pf?|-,         dy  =  a  cosodv,         dz  _—  mad-jj, 


a 


ds  =  a  Vl  4-  m''^  do  =r do, 


ces  0 
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en  posant 

m  =  tang  6.  , 

Gomme  -j-  =m  .  cosO  ^=  sin6,  la  tangente  à  r hélice  fait 

un  angle  constant  avec  l'axe  du  cylindre. 

D'ailleurs  les  cosinus  directeurs  de  la   tangente    auront 
pour  valeurs 

a  =  —  sinocos^,         B  =:  ces  cp  cos  6,         Y  =  sini5. 

Les  quantités  A,  B,   G   (12),  qui  figurent  si  fréquemment 
dans  la  théorie  des  courbes  gauches,  se  calculent  aisément 

A  =  ma^  sintp,         B  :=  —  ma'^  cos-^,         C  =  «^ 

On  en  tire 

A2  -j-  B--^  -I-  C2  =  a"  im'  +  1)  =  -^■ 

La  courbure  (13)  et  le   rayon   de   courbure  auront  donc 
pour  expression 


h 

ces  9 

CCS  2  9 

~    d'   ~ 

a 

B 

008=*  9 
O 

le  rail  un  de  courbure  de  r  hélice  est  constant. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  droite  polaire  peuvent  s'écrire 
immédiatement 

;  =  sin  o  sin  0,         -/]  --  —  sin  0  cos  -i,         '(,  ^  cos  5. 

Gette    droite    est    perpendiculaire    au   rayon  du   cylindre 
dont  les  cosinus  directeurs  sont 

coscû,         siiio,         o. 
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Donc  le  plan  o'sculateiir  en  un  point  de  l'hélice,  qui  est 
perpendiculaire  à  la  droite  polaire,  contient  le  rayon  du 
cylindre,  ou  encore  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  du 
cylindre;  la  normale  principale  de  l'hélice  se  confond  avec 
le  rayon  du  cylindre. 

Nous  verrons  plus  loin  qu'on  appelle  lignes  géodédques 
d'une  surface  les  courbes  dont  le  plan  osculateur  contient 
la  normale  à  la  surface;  l'hélice  est  donc  une  ligne  géodé- 
sique  du  cylindre.  Si  Ton  admet,  ce  que  nous  démontrerons, 
que,  sous  certaines  réserves,  une  ligne  géodésique  est  le 
plus  court  chemin  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface,  entre 
deux  points  de  celte  ligne,  la  propriété,  qui  vient  d'être 
énoncée,  était  évidente  puisque  l'hélice,  dans  le  développe- 
ment du  cylindre,  devient  une  ligne  droite. 

Cherchons  en  tin  la  torsion;  le  déterminant  (25),  qui 
figure  au  numérateur,  a  pour  expression 

D  =  kx"  +  B.v'"  +  Cz'"  =  ma\ 
Donc 

m  cos^  0       sin  ^  cos  B 


La  torsion  est  constante. 

423.  L'hélice  est  la  seule  courbe  qui  ait  sa  courbure  et' 
sa  torsion  constantes.  Nous  allons  même  démontrer  que  les 
seules  courbes,  pour  lesquelles  le  rapport  de  la  courbure  à  la 
torsion  est  constant,  sont  des  hélices  tracées  sur  un  cylindre 
à  base  quelconque. 

Les  formules  de  Frenet  (30)  et  (31)  donnent 

l 

dv.       d^       dy       R 

—   :r3  — —  ::^:  —    ::^  —  =r  Cl, 
Cl^  d-fi  d^  T  ^ 

a  étant  une  constante.  On  en  déduit 

a  =  «.;  -j-  A      I 

^  =  «-1+B      ,  (40) 
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A,  B,  C,  étant  de  nouvelles  constantes.  Multiplions  ces  trois 
équations  respectivement  par  a,  lîl,  -(,  et  tenons  compte  des 
relations  connues 

rj.^  -\-    P    -\-    y^  =    i 
r,l   +    p2    +    ,^^  ^    O 

Nous  obtenons  l'équation 

Aa  +  Bp  +  Cy  =  1,  (41) 

qui  exprime  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  un  angle  cons- 
tant avec  la  droite 

X        y  z 

Â'^B'^c'     _ 

Le  théorème  est  donc  démontré;  mais  nous  allons  prouver 
en  outre  que,  si  la  courbure  et  la  torsion  sont  constantes, 
le  cylindre,  sur  lequel  est  tracée  l'hélice,  est  à  base  circu- 
laire. 

Nous  prendrons  la  direction  des  génératrices  du  cylindre 
pour  axe  des  :;(A  =  o,  B  =  o).  L'équation  (41)  devient 

|  =  T-^,  d'où:  ^-^  +  ^S,  m 

et  la  troisième  équation  (40)  donne,  pour  'Ç.  une  valeur  cons- 
tante, qu'il  est  inutile  de  calculer.  La  dernière  équation  (30) 
donne,  puisque  fA;  =  o, 

V  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  normale  principale,  pour  toute  hélice, 
est  perj)endicalaire  aux  génératrices  du  cylindre.  La  pre- 
mière l'ormule  (32  his)  devient  alors 

et  de  même  on  a 

^  =  -  XC 
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Mais  les  formules  (30)  donnent  encore 

A  =  In.  — -•  a  =  K  -7-5 

as  '  (Is 

de  sorte  que  les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

a  =  K^  —  »  ^  =  —  K;  — • 

as  as 

On  en  déduit  sans  peine 

^;^  +  Pi  =  °'     a2  +  p2^m^       (43) 

ds        '   r/s  1  85  —  S(, 

-7m=T^  =  RC'         arctang;^  =  -j^', 

m  et  ^0  étant  des  constantes.  La  dernière  équation  donne 


f  =  tang^' 


et  en  combinant  avec  l'équation  (43) 

^2  — -  ^2    (3Qs2 — — — ^,  32    =  j/z2    sill'  — 5— 

On  peut  évidemment  choisir  le   signe  en  extrayant   les 
racines  carrées  et  poser 

dc€  s  —  s,^  ,        dy  .    s  —  5,, 

a  =  — r-   -■=   »'i  ces — TTZ — 1  6  =  -r-  =  m  SUl  ■ 


ds  KC  '  ~  ds  ~  RÇ 

On  en  déduit 


ûo  =  mRC  sin     ,3^  "  -f-  x^,         y  =  —  mR?;  cos     ^^  -  +  y„- 

Ces  deux  équations,  jointes  à  l'équation  (42),  définissent 
une  hélice  tracée  sur  le  cylindre  de  révolution,  qui  a  pour 
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équation 

4ii4:.  Les  raisonnements  faits  dans  le  paragraphe  précé- 
dent ont  supposé  essentiellement  les  constantes  réelles  ; 
c'est  sous  cette  réserve  que  l'équation  (41)  a  pu  être  consi- 
dérée comme  équivalente  à  la  suivante 

Ag  4-  Bp  +  Cy 1 


VA2  -f-  B^  +  C-^        V  A'^  +  B-^  +  C2 

dont  nous  avons  donné  l'interprétation  géométrique. 
Examinons  le  cas  oii  l'on  aurait 

A2  4-  W  +  C^  =  G, 

et  supposons  toujours  la  courbure  et  la  torsion  constantes. 
Les  formules  (40)  donnent  alors 

(a  -  (l'if  -\-  (p  -  a-ri)--'  +  (y  -  al^f  =  o 
ou 

1  -f-  a^  =  0. 

Prenons  

a  =  sj  —  1  =  /, 
d'où 

a  =  /;  -I-  A, 

et,  en  portant  la  valeur  de  ;  dans  la  première  équation  (34), 

dX  =  —  (  p  H '■ —  T  )  ds. 


R 
Mais 

X  =  R  ^^ 

as 

(1'% 
cIa  =  R  -r-5  ds. 
ds^ 

L'équation  qui  définit  a  est  donc 

r/^Qc         a         a  —  A 

R  T^  +  D  H : —  T  =  o. 

ds'        R  i 

CALCLL    INFINITÉSIMAL.  28 
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Mais,  par  définition  (n°  423),  on  a 

a 
ou  en  tenant  compte  de  la  valeur  actuelle  de  a 

Rt  =  —  i. 
L'équation  en  a  est  donc  simplement 
^  (Pa        A 

Elle  donne  pour  y.  un  polynôme  du  second  degré  en  .s',  et 
pour  X  un  polynôme  du  troisième  degré.  Il  en  serait  de  même 
pour  y  et  pour  ^,  et  la  courbe  est  une  cubique  gauche  ima- 
ginaire (M.  Lyon,  Thèse  sur  les  courbes  à  torsion  constante). 

4:25.  Nous  avons  envisagé  plus  haut  les  courbes  à  cour- 
bure constante.  Les  courbes  à  torsion  constante  ont  fait, 
depuis  quelques  années,  l'objet  d'intéressants  travaux  dont 
les  auteurs  se  sont  efforcés  d'obtenir  des  courbes  algé- 
briques ^ 

Enveloppes  des  courbes 

426.  Lorsque  les  équations  d'une  courbe  renferment  un 
paramètre  variable,  en  faisant  varier  ce  paramètre,  on 
obtient  une  famille  de  courbes,  et  l'élimination  de  ce  para- 
mètre conduit  à  l'équation  d'une  surface  contenant  toutes 
ces  courbes.  //  n  existe  pas  en  général  de  courbe  tangente  à 
toutes  les  courbes  dhcne  même  famille  ;  en  d'autres  termes, 

1  Nous  venons  de  parler  de  la  thèse  de  M.  Lyon.  M.  Fouché,  par  une  élé- 
gante méthode,  a  donné  de  nombreuses  solutions,  en  général  imaginaires 
[Annales  de  VEcole  Normale,  1890,  p.  333).  M.  Fabry  a  déterminé  [Annales  de 
l'Ecole  Normale,  1892,  p.  ill)  un  certain  nombre  de  courbes  algébriques 
réelles  à  torsion  constante.  On  peut  encore  consulter  un  mémoire  de  M.  Koe- 
nigs  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de  Toidouse  (1887),  et  une  note  de 
M.  E.  Cesserai  (C.  iR.,  1895,  p.  1232).  Mais  la  question  est  loin  d'être  élucidée, 
même  en  se  bornant  aux  courbes  algébriques. 


COURBES  GAUCHES.  —  SURFACES,  ETC.        435 

une  famille  de  courbes  n'a  pas  d'enveloppe.  C'est  ce  qui  a 
lieu,  par  exemple,  pour  les  ge'nératrices  d'un  hyperboloïde. 
Le  contraire  peut  cependant  se  produire  :  ainsi  les  droites 
polaires  d'une  courbe  gauche  sont  tangentes  au  lieu  des 
centres  des  sphères  osculatrices. 

427.  Nous  chercherons  d'abord  à  quelle  condition  une 
famille  de  droites  a  une  enveloppe  (la  surface  réglée,  lieu 
de  ces  droites,  est  dite  alors  surface  développahle). 

Soient 

^-^'>  =.  y  -  yp  =  2_I^ilo  _  ^  n,^. 

a  ,!H  y  '  ^      ' 

les  équations  d'une  droite.  Les  quantités  a:^,  y^,  z^^,  a,  ^,  y^ 
dépendent  d'un  paramètre  t  et,  pour  une  valeur  de  t  donnée, 
à  chaque  valeur  de  p  correspondra  un  point  de  x,  y,  z  de 
la  droite  par  les  équations  précédentes.  Si  l'on  considère  p 
comme  une  fonction  de  t,  il  y  aura,  sur  chaque  droite,  un 
point  déterminé  dont  le  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  t  entre 
les  équations  (44)  ;  ce  sera  une  courbe.  Dans  le  cas  oii  les 
droites  ont  une  envelopp;',  une  des  courbes  qui  viennent 
d'être  définies  sera  tangente  à  toutes  les  droites;  la  tangente 
en  un  point  x,  ?/,  z  de  cette  enveloppe  se  confondra  avec 
Ja  droite  donnée,  et  les  cosinus  directeurs  de  cette  tangente 
qui  sont  proportionnels  à  cli.,  dy,  dz,  devront  vérifier  la 
relation 

dx dy       dz 

a    ~    [3    ~    y 

Or  les  équations  (44)  donnent  x,  y,  s,  et  par  suite 

dx  =  dx^  -|-  pc/y.  -|-  ac/p, 
dy  =  dy^  +  prf[3  +  p4, 
dz  =  dzQ  -j-  pr/y  -j-  y  dp. 

Les  égalités  précédentes  peuvent  s'écrire,  à  cause  de  (45), 

dXf,  +  p^''^-  -|-  (/^p  —  "^^(^li  'j^  =  o     j 

''.'/,  +  P^'P  +  i/^9  -  ^-^^i)  P=-o        ;  (46) 

dz,   +  pr/y  +  (dp         \dl)  y  =  G      ) 


=  \dt.  (4o 
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et  elles  n'admettent  de  solutions  en  p  et  dp  —  Idt  que  si 

X 

;i    =  G.  (47) 


dûOf^         dcL 


dPo         df^ 

dz^         dy         Y 

Cette  condition,  nécessaire,  est  suffisante  en  géne'ral;  car 
on  peut  alors  déterminer  p  et  dp  —  kdt.  Nous  laisserons  au 
lecteur  le  soin  de  faire  la  discussion  complète  des  équations 
linéaires  (46). 

Si  les  'équations  de  la  droite  sont  sous  la  forme  plus 
maniable 

la  condition  (47)  devient 

dx^d^  —  doidy^  =  o,  (49) 

et  cette  condition  aurait  pu  être  obtenue  directement,  en 
exprimant  que  la  droite  (48)  a  un  point  commun  (aux  infi- 
niment petits  du  second  ordre  près)  avec  la  droite  infiniment 
voisine.  En  effet  la  différentiation  des  équations  (48)  donne 

zdix  -j-  dxQ  =  0, 
zdp  -\-  dt/Q  =  o, 

et  la  condition  pour  que  ces  équations  soient  compatibles 
avec  les  équations  (48)  s'obtient  immédiatement  en  élimi- 
nant z  entre  les  deux  dernières.  On  retrouve  ainsi  l'équa- 
tion (49). 

428.  Vérifions,  par  exemple,  que  les  droites  polaires  ont 
une  enveloppe.  Pour  cela,  nous  devons  d'abord  tirer  des 
équations  (27)  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  que 
je  désignerai  para:^^,  ^/q,  :^Qau  lieu  des  lettres  a,  j3,  y;  on  trouve, 
en  prenante  comme  variable  indépendante, 

d'^x 
2/o  =  •••• 

-^0   _ 
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et  les  équations  de  la  droite  polaire  sont 

y  —  yp     ^  — ^0 
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B 


C 


C'est   la   forme    (44)  ;  la  condition   (47)   peut   donc   être 
employée 

dxç^,  f/A,         A 

dy^,  c^B,         B 


=  o. 


En  développant  ce  déterminant  et  se  reportant  aux  for- 
mules (28)  et  suivantes,  on  trouve  Téquation 


dx  dXf,       dy  dy^^    .    dz  dz^ 

ds    ds         ds    ds        ds    ds 


qui  à  cause  de  (50)  s'écrit 


Y^  /dœ\^      yry dx 
2j\ds)  +2jc?5 


dxd^x 


1 


ctou  et  Ou 


^\dsj 
Mais 


ds  ds^  A^+B^-fC^      c^s  A^+B^+C^  ^  ds  ds 


1  ^axcfx ,„., 


/dx\^ 
\ds) 


^t=)=i. 


On  en  déduit,  en  différentiant, 
■^  dx  d'^x 

^    sit=-i:(|f)^=-('^-^+B-^+^^)- 

comme  on  l'a  déjà  vu  (16).  L'égalité  (51)  est  donc  une  iden- 
tité. 

429.  Au  contraire,  les  normales  principales  dune  courbe 
gauche  nont  pas  crenveloppe.  En  effet  les  équations  de  la 
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normale  étant 
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X~x  _\  —  y       Z  —  z 


la  condition  (47)  s'écrit 


or 


dx 

d\ 

ds 

Ts 

1 

dy 
ds 

d^ 

ds 

P- 

dz 

dv 

ds 

ds 

V 

dx 

=  2c, 

dy 
ds  ~ 

s, 

d\ 

R 

ds 

— 

a 

—  Ir, 

On  a  donc 

=  0 


dz 
dl 


R       ^' 

1 

B 

^--1- 

v- 

i-^ 

V 

=   G. 


En  ajoutant  à  la  seconde  colonne  la  première  multipliée 


par  —•>  changeant   les   signes    et  mettant   t  en   facteur,   on 
trouve 


î; 


Mais  le  déterminant  a  pour  valeur  ±  1  ;  la  condition  pour 
que  les  normales  principales  aient  une  enveloppe  est 


o, 


c'est-à-dire  que  la  courbe  doit  être  plane. 
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430.  On  traitera  le  problème  général  d'une  manière  ana- 
logue. Définissons  par  les  équations 

X  =  f[ii^  v) 
[      z  =  'J;(m,  v) 

les  courbes  d'une  famille.  Si  v  reste  constant,  en  faisant 
varier  if,  on  aura  une  courbe  particulière  (C)  de  la  famille,  et 
la  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  aura  pour  équations 

X  —  OG       Y  —  1/       7j  —  z 


IL         2z         ^ 

^U  'du  L>lt 

Considérons  maintenant  u  comme  une  fonction  de  v  ;  si 
on  se  donne  v,  on  déterminera  simultanément  une  courbe 
et  un  point  de  cette  courbe,  et  le  lieu  de  ce  point  s'obtiendra 
en  éliminant  v,  ce  qui  donnera  une  courbe  (C).  S'il  existe 
une  courbe  (C)  tangente  à  toutes  les  courbes  (G),  on  devra 
pouvoir  déterminer  u  en  fonction  de  v,  de  manière  que  la 
tangente  à  (C)  se  confonde  avec  la  tangente  à  (C),  dont  les 
équations  sont 

\  —  œ  Y  —  y  Z  —  z 


df  du    .    df       do  dit  ^.do       M^  hi        t^ 
du  dv        dv       du  dv        dv       du  dv        dv 

Pour  que  ce  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 


Y 

do 

c^l> 

du 

du 

du 

^f 

do 

-;).]. 

dv 

dv 

dv 

(52) 


-j-  a  disparu.  Le  problème  n'est  donc  pas  possible  en  géné- 
ral, puisque  les  équations  (52),  jointes  aux  équations  de  la 
courbe,  déterminent  un  certain  nombre  de  points,  et  non  une 
courbe.  Les  équations  (52)  expriment  les  conditions  de  pos- 
sibilité du  problème. 
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/  {U,  V)  =  CCU  -\-  Xq, 
cp(M,  v)  =  pW  +2/0, 
.];(W,  v)  =  fU  -^  Zq, 


et  faisant  l'hypothèse  que  a,  [3,  X,  x^^  i/q,  Zq  sont  des  fonc- 
tions de  ?)  seulement,  on  obtient  les  équations  d'une  famille 
de  droites  ;   les  équations  (52)  deviennent 


a'u  -)-  i^o        b'v.  -j-  i/q        c'u  -\-  Zq 

et  il  suftit  d'éliminer  n  pour  retrouver  la  condition  (47). 

Il  est  évident  qu'on  pourrait  aussi,  dans  le  cas  général, 
éliminer  u  tant  dans  les  données  qu'entre  les  conditions  (52)  ; 
nous  rencontrerons  plus  loin  ce  procédé  de  calcul.  Nous  n'y 
insisterons  donc  pas  pour  le  moment. 

431.  Les  mêmes  résultats  peuvent  être  retrouvés  par  des 
considérations  tout  à  fait  différentes.  On  sait,  en  effet,  que  la 
plus  courte  distance  0  de  deux  droites  dont  les  équations 
sont 


et 


00  —  X\  _  y  —  y.| 


Pi 


a  pour  valeur,  au  signe  près. 


Ti 


X  j^  Xq 

a 


2/i  —2/0 


1        -0 

y 


V(ap,  -  {i..,r  +  (pY^  -  y{i,r  +  (t«^  -  ^Y^Y 
Or,  si  les  deux  droites  sont  deux  positions  successives  des 
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droites  d'une  même  famille,  on  aura 

1  1 

^\  =  -^0  +  ^^0  =  ^0  +  ^^^h  +  i  ^^2^0  +  a  (h^o  + 


2 


6 


y^  =  î/o  +  ^Vo 


1  1 

li  =1    +  ^T     =  Y     +  (h    -f-  9  ^^2T     +  ^  f^sY     + 
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et  la  valeur  principale  de  5  sera 


(A/(X/t\ 

(^Vo 

dz^ 

ce 

p 

Y 

doL 

r/p 

rZy 

Cette  expression  est  du  premier  ordre.  Pour  qu'elle  soit 
d'ordre  supérieur  au  premier,  il  faut  que 


dx^, 

f^/o 

dz 

a 

P 

Y 

d-j. 

d{i 

rfy 

=  G. 


C'est  la  condition  (47).  Ainsi  la  plus:  courte  distance  o  de 
deux  droites  infiniment  voisines  est^  en  général^  dit  premier 
ordre  :  pour  quelle  soit  d'ordre  supérieur^  U  est  nécessaire 
et  suffisant  que  les  droites  de  la  famille  soient  les  tangentes 
d'une  même  courbe.  Nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas, 
comme  nous  l'avons  énonce,  n"  418,  o  est,  en  général,  du 
troisième  ordre.  Les  termes  du  second  ordre  sont 

llx{d^(d-y^  -\-  dy^d-y  —  d^-z^.,  —  dz,,d-^) . 
VS  [y.d^  —  ^dy.f  '  ■ 

le  numérateur,  étant  la  dérivée  du  déterminant  qui  précède, 
est  nul,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

43—.  M.  Darboux  a  étendu  le  théorème  précédent,  qui 
est  du  à  Bouquet,  au  cas  de  deux  courbes  infiniment  voi- 
sines d'une  même  famille;  leur  plus  courte  distance  est  du 
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premier  ordre,    à    moins    qu'elles   n'aient    une   enveloppe, 
auquel  cas  cette  distance  est  du  troisième  ordre  au  moins. 


Enveloppes   de  surfaces  à  un  paramètre 


4^ii',i.  Lorsque  l'équation  d'une  surface  (S)  renferme  un 
paramètre  variable  a,  en  faisant  varier  ce  paramètre,  on 
obtient  une  famille  de  surfaces.  Chaque  surface  coupe  la 
surface  infiniment  voisine,  suivant  une  courbe  qu'on  appelle 
la  caractéristique  de  la  première  surface  ;  nous  démontre- 
rons que  le  lieu  géométrique  de  ces  caractéristiques  est  une 
surface  (2),  tangente  à  toutes  les  surfaces  (S),  et  que  les 
caractéristiques  ont  elles-mêmes  une  enveloppe.  La  surface 
(S)  est  dite  V enveloppe  des  surfaces  (S),  qui  sont  les  enve- 
lojjpées;  l'enveloppe  des  caractéristiques  s'appelle  V arête 
de  rehrous sèment, 

4.34.  Soit 

fix,  y,  2-,  }.)  =r  G  (53) 

l'équation  d'une  surface  (S). 

Une  surface  voisine  aura  pour  équation 

f{x,  y,  2-,  X  -f-  AÀ)  =  G 

et  son   intersection   avec   (S)   sera   déterminée   par  l'équa- 
tion (53)  et  par 

/  [x,  y,  z,  l  +  M)  —  f{x,  y,  .z)  _ 

En  faisant  tendre  Aa  vers  zéro,  on  obtient  les  équations 
de  la  caractéristique 


/•(ûc,  y,  z,l)  =  o     ) 

y(a^,y,^,}0  [  (54) 
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Le  lien  des  caractéristiques  s'obtiendra  en  éliminant  a 
entre  ces  deux  équations;  nous  écrirons  le  résultat  de  l'éli- 
mination 

f[cG,  y,  z,  X)  =  G  (55) 

en  indiquant  par  la  notation  a  que  a  a  été  remplacé  par  sa 
valeur  tirée  de  la  seconde  équation  (5i). 

Le  plan  tangent  à  l'enveloppée,  définie  par  la  valeur  a, 
en  un  point  (a^Q,  y^,  s^)  commun  avec  l'enveloppe,  a  pour 
équation 

(^-^■o)^^^^^'"S^'"^^^  +  (y-yo)|+(^-^o)^-f=-o.(56) 

Le  plan  tangent  à  l'enveloppe  au  même  point  a  pour 
équation 

Or,  par  hypothèse, 

l'équation  (57)  se  réduit  donc  à 

et,  comme  a,,  est  égal  à  a  (on  le  démontrerait  exactement 
comme  au  n"  354),  le  plan  représenté  par  l'équation  précé- 
dente se  confond  avec  le  plan  tangent  à  l'enveloppée. 

4;35.  Démontrons  maintenant  l'existence  de  l'arête  de 
rebroussement.  La  caractéristique  est  définie  par  les  équa- 
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tions  (54),  que  nous  reproduisons 

f  {oo,  y,  z,l)  =  0     \ 

S'il  existe  sur  cette  courbe  un  point  qui  se  déplace  tangen- 
tiellement  à  la  courbe,  il  sera  possible  de  déterminer  s  en 
fonction  de  X,  de  manière  que  les  différentielles  prises  dans 
cette  dernière  hypothèse  coïncident  avec  celles  prises  en 
supposant  X  constant. 

Les  équations  qui  donnent  ces  différentielles  s'obtiennent, 
dans  les  deux  cas,  par  la  différentiation  des  équations  (54), 
ce  qui  donne  : 

1°  Si  X  est  constant, 


y-   dœ  -4-    ^    dy  4-    -^    dz  =  o     1 
^2/-  ^^f  ;)Y 


(58) 


2°  Si  X  est  variable. 


Dx 

dx 

+ 

7)l2^x 

dx 

+ 

^'^+(11+1)''^=° 

/  '\if   ^~  ^'^f\ 


(59) 


La  première  équation  (59)  coïncide  avec  la  première  équa- 
tion (58),  parce  que,  par  hypothèse, 


Il  est  donc  nécessaire  que  la  deuxième  équation  (59)  coïn- 
cide avec  la  deuxième  équation  (58),  ce  qui  exige 
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Les  trois  équations 

f{x,  y,  z.  l)  =  G 


l^l~^     !  (60) 


permettent  d'exprimer  x,  y,  z  en  fonction  de  a,  et  par  con- 
séquent définissent  une  courbe  tangente  à  toutes  les  carac- 
téristiques. C'est  l'arête  de  rebroussement. 

436.   Les  équations   (60)  sont  susceptibles   d'une  autre 
interprétation. 
L'équation 

d'une  surface  infiniment  voisine  de  la  surface  (S)  peut  s'écrire, 
si  la  formule  de  Taylor  est  applicable, 

r{œ,  2/,  z,  À)  4-  AX  l-h  ^'  1^4-  MAX3  =.  o. 

Cette  surface  coupe  la  caractéristique  en  des  points  qui,  à 
la  limite,  se  trouvent  aussi  sur  la  surface 

^:^  =  °- 

Les  points  caractéristiques  de  cette  caractéristique  sont 
donc  les  points  communs  à  cette  caractéristique  et  à  la  sur- 
face infiniment  voisine. 

4.37.  Théorème.  —  L'arête  de  7'ebroussement  a,  avec  chaque 
enveloppée^  irn  contact  du  deuxième  ord?x\ 

Soit  M  (x,  y,  z)  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  sur 
l'enveloppée,  qui  a  pour  équation 

r{x,  y,  z,  \)  =  o.  (61) 
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Soit  Q  {.x^,  i/^,  z^)  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  infi- 
niment voisin  de  M.  Il  suffit  (n°  407,  2°)  de  démontrer  que 
/(j:,,?/j,  Sj,  Aq)  est  infiniment  petit  du  troisième  ordre  par 
rapport  à  MQ.  Or 


MQ  =  sj[a,  -  x,Y  +  (y  -  y, Y  +  [z 


\2 


et  comme  x,  y,  z  sont  des  fonctions  de  a,  x  —  x^^  y  —  ?/j, 
z  —  Sj  sont,  en  général,  du  premier  ordre  par  rapport  à  A  a  ; 
il  en  est  de  même  de  MQ'. 

II  ne  reste  donc  plus  à  démontrer  que  f[x^,  ?/j,  5j,  Aq)  est 
du  troisième  ordre  par  rapport  à  Aa.  Cela  résulte  de  ce  que 
l'on  a  identiquement,  en  posant  Aq  =  a^  H-  Aa, 

et  de  ce  que,  dans  cette  identité,  les  trois  premiers  termes 
sont  nuls  en  vertu  des  équations  (60). 

438.  Théorème.  —  V arête  de  rehroussemeat  a,  avec  chaque 
caractéristique ,  un  contact  du  premier  ordre. 
Soient 

f{x,  y,  z,  \)  =  G, 

les  équations  d'une  caractéristique;  j^q,  ^q,  z^^,  les  coordonnées 

(')  Posons  9  {x,  y,  :,  X)  ==  izlSlULjtJLA) .  Le  point  {xi,  j/,,  Si)  appartenant  à 

c'X- 
Farête  de  rebroussement,  on  aura,  en  appelant  À]  la  valeur  du  paramètre  infi- 
niment voisine  de  \q  : 

0  —  cp(a;i,  «/i,  Si,  11)  —  9  (a;  -|-  x^  —  x,  ...,  Xq  +  ).i  —  Xq) 

=  ç(.r,  y,  z,  Xi)  +  (a:,  —  x)  ^  +  ...  -]■  (Xi  -  Xq)  ;^  +  R. 

OX  (.'Xq 

Le  premier  terme  est  nul  par  hypothèse  (61  j;  Téquation  précédente  définit 
X]  —  Xq  en  fonction  des  binômes  .r,  —  x,  yi  —  y,  Zi  —  z  ou  de  MQ. 

Si  T^  =  r^  est  différent  de  zéro,  Xq  —  X,  =  AX  est  d'ordre  égal  ou  supérieur 
dXo        OXo» 

à  celui  de  MQ. 
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d"un  point  de  cette  caractéristique  situé  sur  l'arête  de  rebroiis- 
sement;  r^,  yj,  z.^  un  point  de  l'arête  de  rebroussement  infi- 
niment voisin  du  premier,  c'est-à-dire  tel  que 

^>M  "  '  (62; 

^Vfa7,,  y,,  ^,,  X,) 

A,  étant  égal  à  a,,  —  A  a. 

Il  suflit  évidemment  de  démontrer  que      ''  '^'     "  ~''' — — 

est  infiniment  petit  du  second  ordre  par  rapport  à  Aa  ;  or  on 
a  identiquement 

et  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  sont  nuls, 
parce  que  le  point  x^,  y,,  Sj,  aj  satisfait  aux  équations  (62). 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

4.*i9.  Il  est  clair  que  Fenveloppe  des  caractéristiques  peut, 
comme  toutes  les  enveloppes,  se  réduire  à  un  système  de 
points.  Considérons,  par  exemple,  un  tore,  enveloppe  d'une 
famille  de  sphères  égales  dont  les  centres  parcourent  une 
circonférence  donnée.  Les  caractéristiques  sont  ici  les  cir- 
conférences méridiennes,  et  l'arête  de  rebroussement  se 
réduit  aux  deux  points  où  toutes  ces  circonférences  coupent 
l'axe  du  tore. 


Surfaces  développables 


1t=îO.  On  b.\^[)g\\q  surfaces  déreloppahlcs  les  surfaces  (Mive- 
loppes  de  plans.  D.ins  ce  cas,  les  caractéristiques  sont  des 
liornes  droites,  et  l'arête  de  rebroussement  est  une  courbe 
dont  toutes  ces  caractéristiques  sont  les  tangentes,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  définition  d('j;i  donnée  n°  427. 
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Nous  avons  déjà  remarqué,  en  étudiant  les  courbes 
gauches,  que  la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes 
était  du  troisième  ordre  par  rapport  à  l'arc  de  courbe  qui 
unit  leurs  points  de  contact,  et  qu'une  tangente  pouvait 
être  considérée  comme  intersection  de  deux  plans  oscula- 
teurs  infiniment  voisins.  Il  se  trouve  de  nouveau  démontré 
ici,  comme  application  des  deux  théorèmes  précédents  : 
1°  que  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  gauche  au  plan 
osculateur  en  un  point  infiniment  voisin  est  du  troisième 
ordre  par  rapport  à  l'arc  de  courbe  qui  unit  les  deux  points  ; 
2"  que  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  la  tangente  au 
point  infiniment  voisin  est  du  deuxième  ordre. 

Dans  les  applications,  le  calcul  se  présentera  souvent 
sous  la  forme  suivante.  Soit 

z  =  px  -\-  qy  -\-  r, 

l'équation  d'un  plan  ;  on  doit  d'abord  supposer  que  les  trois 
coefficients  sont  fonctions  d'un  même  paramètre,  du  pre- 
mier, p,  par  exemple.  On  a  donc 

q  =  o  (p),  r  =  .|  (p), 

et  l'équation  du  plan  s'écrit  alors 

z  =px  -\-y<D  [p]  -f-  •}  (p).  (63) 

Celles  de  la  caractéristique  sont 

z  =  px  -^r  y^  {p)  4-  'h  {p)     } 


00   +  y<?'  [p]  +  y  {p)    ) 


(64) 


et  en  éliminant  p  entre  ces  équations,  on  aurait  l'équation 
de  la  développable. 
Enfin  les  équations  de  l'arête  de  rebroussement  sont 


z  =pX-\-  y^L,     {p)  +   ']>      {p) 

0  =  X  -\-  ysJ  [p)  -\-  y  [p] 

o  =         yf  [p]  +  V  {p) 


(65) 
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441.  Les  surfaces  développables  satisfont  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  qui  les  caractérise.  Considérons  en 
efïet  z  comme  fonction  des  deux  variables  x  et  //,  et  posons 

:)z  :^z 

dx  oy 

y^z  y^z  ^  S\z 

L'équation  du  plan  tangent  à  une  surface  en  un  point  .r, 
//,  z^  étant 

Z  —  ^  =  p  (X  —  x)  -^^  q  [Y  —  y), 

comme  p  et  q  doivent  être  fonctions  d'un  même  paramètre 
si  la  surface  est  développable,  on  aura  en  premier  lieu 

q=o{p). 

Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, successivement  par  rapport  kx  et  par  rapporta  //;  nous 
aurons 

t  =  SZf'  (p), 

d'où,  en  éliminant  '^'{p)-, 

rt  —  «2  =  0.  (66) 

Réciproquement  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

^p  ^q         ^q  ^})  

le  déterminant  fonctionnel  de  p  et  de  q  est  donc  nul,  et  par 
suite 

q  =  'Si  ip).  (67) 

Le  terme  constant  de  l'équation  du  plan  tangent  est 

px  -\~  qy  —  z, 

CALCUL    INFINITKSIMAL.  29 
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et  le  déterminant  de  ce  terme  et  de  p,  c'est-à-dire 

(rt  —  S-)  y, 
est  aussi  nul.  Donc 

v^^  qy  —  z  =  '\  {p).  (68) 

Cela  posé,  cherchons  de  quelle  nature  est,  sur  la  surface, 
la  courbe  le  long  de  laquelle  p  conserve  une  valeur  cons- 
tante. L'identité  (68)  différentiée  nous  donne  la  nouvelle 
identité 

xdp  +  ydq  =  y  (p)  dp, 

OU,  en  tenant  compte  de  (67), 

^  -{-  y^'ip)  =  Yip)- 

Les  points,  pour  lesquels  p  est  constant,  vérifieront  par 
suite  les  deux  identités 

px  -j-ycù  {p)  —  z  =  ']^  {p), 

^  +  y^'ip)       =f(p)- 

Leur  lieu  géométrique  sera  donc  une  ligne   droite,   et   l'on 
retrouve  bien  les  équations  (64). 

4r4ii.  On  sait  qu'on  appelle  surface  réglée  toute  surface 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  dont  les  équa- 
tions renferment  un  paramètre  mobile.  Ainsi  les  équations 
(44)  définissent  une  surface  réglée  dont  l'équation  s'obtien- 
dra par  l'élimination  du  paramètre  t  entre  les  deux  équa- 
tions (44).  L'équation  (47)  exprime  la  condition  pour  que 
cette  surface  réglée  soit  développable.  Nous  allons  retrou- 
ver cette  condition,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  condition 
(49),  par  une  autre  considération. 

Soient 

X  —  aZ  —  a?Q  =  G, 

Y  —  pZ  —  2/o  =  o, 

les  équations  de  la  droite  dont  les  coefficients  dépendent  du 
paramètre  t.  Le  plan  tangent  en  un  point  x,  //,  z,  de  cette 
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droite  sera  de  la  forme 

X  —  aZ  —  a^y  4-  X  {y  —  fL  ~  y^)  =  o, 

et,  pour  déterminer  X,  il  suffit  d'exprimer  qu'il  passe  par 
le  point  :ï  H-  dx,  y  -\-  dy,  z  -\-  dz,  pris  sur  la  génératrice 
infiniment  voisine  de  la  première.  On  trouve  ainsi,  en  dési- 
gnant toujours  les  dérivées  par  des  lettres  accentuées, 

X  —  aZ  —  .x\,  cl'z  -\-  œl^ 

et  l'on  voit  que  cette  équation  sera  indépendante  de  2,  c'est- 
à-dire  que  le  plan  tangent  sera  le  même  tout  le  long  de  la 
génératrice,  si 

±  _  ^ô . 

c'est  bien  la  condition  (49). 

Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la  surface 
réglée  n'est  pas  développable;  elle  est  dite  gauche.  On  a 
alors  par  hypothèse 

a'/y,;  —  [i'a;,;  ^  o. 

Etudions  dans  ce  cas  le  mouvement  du  plan  tangent, 
lorsque  le  point  de  contact  parcourt  la  génératrice.  Sup- 
posons pour  cela  que,  pour  la  valeur  du  paramètre  /  consi- 
dérée, la  génératrice  coïncide  avec  Os 

a  =  0,         fi  =  O,         a?o  =  O,         î/o  =  o  ; 

supposons,  de  plus,  que  le  plan  zoy  coïncide  avec  le  plan 
tangent  à  l'infini,  dont  l'équation  générale  serait 

X  —  aZ  —  Xr,        a' 


Y  -  pZ  -  y,  -  [i'  ' 
il  faut  que 

a'  =^  O. 

L'équation  du  plan  tangent  est  maintenant 

X  o:L 


Y     ^'^^y'. 
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et  il  suffit  de  porter  sur  oz  l'origine   au  point  qui  a  pour  z 

II'        . 
la  valeur  —  ^?  finie  par  hypothèse,   pour  obtenir  la  forme 

définitive 

J\.  oc  n 


Pour  s  =  0,  on  a  Y  ^  0.  Supposons  les  axes  rectangu- 
laires :  le  plan  zox.,  tangent  à  l'origine,  est  le  plan  perpen- 
diculaire au  plan  tangent  à  l'infini;  on  l'appelle  le  plan 
central,  et  son  point  de  contact  est  dit  le  j^oint  central  de  la 
génératrice.  Dans  l'équation  précédente,  le  premier  membre 
représente  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le  plan  tangent 
avec  le  plan  central  ;  elle  est  proportionnelle  à  :;,  c'est-à- 
dire  à  la  distance  du  point  central  au  point  de  contact. 

Lorsque  s  varie  do  —  oo  à  4-  oo,  le  'plan  tangent  tourne 
autour  de  oz  comme  charnière,  toujours  dans  le  même  sens. 

443.  On  vérifie  sans  peine  que  la  génératrice  infiniment 
voisine  de  oz  est  dans  un  plan  parallèle  à  yoz  ;  la  perpen- 
diculaire commune  à  ces  deux  génératrices  se  confond  donc 
avec  ox^  et  l'on  voit  que  le  point  central  est  la  limite  du 
pied  de  la  perpendiculaire  commune  à  la  génératrice  donnée 
et  à  la  génératrice  infiniment  voisine.  Le  plan  central  est 
la  limite  du  plan  mené  par  la  génératrice  et  par  la  perpen- 
diculaire commune.  Le  lieu  des  points  centraux  s'appelle /z'^ne 
de  striction  de  la  surface;  on  peut  observer  que  ce  n'est 
pas,  en  général,  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices. 

Figurons  la  génératrice  OG, 
la  génératrice  infiniment  voisine 
O'G',  et  soit  00' leur  perpendicu- 
laire commune,  OH  la  parallèle  à 
O'G'  menée  par  0.  Pour  avoir  le 
plan  tangent  en  un  point  M  de 
OG,  on  peut  couper  par  un  plan 
perpendiculaire  à  O'G'  :  il  coupe 
O'G'  en  M',  O'H  en  P.  L'angle  du  plan  tangent  avec  le  plan 
central   OOP  est  mesuré,  aux  infiniment  petits  du  second 
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ordre  près,  par  MM'P,  et  l'on  a 

^^\        PM        sin  i  \ 

tano-  MM'P  =  ^  =  ^  X  OM  =  f  •  OM, 
°  PM  00  n 

en  appelant  i  l'angle  des  deux  génératrices.  Le  théorème 
précédent  est  donc  de  nouveau  démontré,  et  l'on  voit  de 
plus  que  la  plus  courte  distance  des  deux  génératrices  et 
leur  angle  sont  des  infiniment  petits  de  même  ordre.  Leur 
rapport  k  s'appelle  le  paramiHre  de  distribution.  Ce  para- 
mètre est  constamment  infini  dans  les  cylindres,  et  cons- 
tamment nul  dans  les  autres  surfaces  développables. 

Enveloppes  de  surïaees  ù  deux  paramètres 

444.    Lorsque  l'équation   d'une   surface   renferme   deux 

paramètres 

f[x,  y,  z,  a,  b]  =  o,  (69) 

on  peut  encore  trouver  une  surface  S,  à  laquelle  elle 
demeure  tangente,  quelles  que  soient  les  valeurs  prises  par 
a  et  ô,  et  qu'on  appellera  encore  ïenveloppe  de  la  surface 
variable.  Pour  y  arriver,  supposons  d'abord 

b  =  'f  {a)  ; 

on  aura  alors  une  caractéristique  définie  par  l'équation  (09) 
et  par 

'^ +!<('')  =  ''■  (™) 

Quelle  que  soit  la  fonction  s  («),  les  courbes  définies  par 
(69)  et  (70)  auront  un  ou  plusieurs  points  communs  définis 
par  les  équations 

f{x,  ij,  z,  a,  b)  =  o 

^_ 

M~^     \^  (71) 

V 

yb  =  '' 
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Le  lieu  de  ces  points  s'obti(indra  en  éliminant  rt,  b^  entre 
ces  trois  équations.  On  obtiendra  une  surface  S,  qu'on  peut 
supposer  représentée  par  la  première  équation  (71),  à  con- 
dition d'y  remplacer  a  et  b  par  leurs  valeurs  tirées  des 
deux  dernières  équations.  Le  plan  tangent  à  la  surface  (S) 
aura  pour  équation 


(X- 

-X) 

+(^^- 

-y) 

+  (Z- 

-^) 

IL 


^a  ?a!  -^  ^b  ()£C 


>^  ~r  >^  ■^^  ~T"  -\j^  ~s^ 


'2Z."  _i_  ^  —  -^  ^  ^' 

Jdy       c'a  ?t/        <ib  t>2/_ 
:^z  "^  :^a  ^z  ~^  ^b  :}z 


=  o. 


et  cette  équation  se  réduit  à 


¥ 


¥ 


¥ 


i^-^)£  +  i^  -y)à  +  i^-  ~^)  T  =  ^^ 


^x 


^y 


^^ 


qui  est  celle  du  plan  tangent  à  la  surface  donnée.  Le  théo- 
rème est  démontré. 

445.  Exemple.  —  Le  plan 

ux  -\-  vy  -\-  loz  =  sjcv^u^  ~\-  b'^v^  -\-  cP'io'- 
a  pour  enveloppe  l'ellipsoïde 


X-    ,    y''    .    z-' 
a^        b^        c- 


Pour  le  voir,  il  suffit  de   considérer  comme  paramètres 


Il      V 


variables  — »  — ?  et  d'appliquer  la  règle  précédente. 

W    10  rr      T. 


Théorie  des  développées 


446.  Nous  avons  vu  que  les  normales  principales  d'une 
courbe  gauche  n'ont  pas  d'enveloppe.  Mais  on  peut  se  pro- 
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poser  d'associer  les  normales  d'une  courbe,  de  manière 
qu'elles  forment  une  surface  développable.  Ce  problème  a 
une  infinité  de  solutions  que  nous  allons  rechercher  :  les 
enveloppes  des  normales  s'appellent  encore  des  dévelop- 
pées. Nous  emploierons  une  méthode  très  féconde  pour  la 
résolution  des  problèmes  relatifs  aux  courbes,  et  dont  nous 
avons  déjà  dit  quelques  mots;  nous  voulons  parler  du  trièdre 
mobile. 

Soient  OX,  OY,  OZ,  les  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires fixes,  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  d'un  point  P  quel- 
conque de  l'espace,  par  rapport  à  ces  axes;  soient  «,  6,  c, 
les  coordonnées  d'un  point  M,  de  la  courbe,  Mx,  M//,  M2, 
les  axes  mobiles  attachés  au  point  M,  savoir,  la  tangente, 
la  normale  principale  et  la  binormale.  Soient  enfin,  x,  y,  s, 
les  coordonnées  du  point  P  par  rapport  au  trièdre  mobile. 

Les  formules  connues  de  la  transformation  de  coordon- 
nées sont,  en  conservant  toujours,  pour  désigner  les  cosinus 
directeurs  des  axes  mobiles,  les  notations  des  paragraphes 
précédents, 

X  =  «  -}-  OLX  -\-  ly  -\-  \z     \ 

Y  =  ô  +  8,-M- l^i/ + -^^^      .  (72) 

Z  =  c  -f  ya^  +  vy   +  C-       ) 

Ces  foruiules,  jointes  à  celles  de  Frenet,  renferment  toute 
la  théorie  des  courbes  gauches. 

447.  Si,  par  exemple,  le  point  M  est  le  point  d'une  nor- 
male dont  le  déplacement  infiniment  petit  est  tangent  à  la 
normale,  il  satisfera  aux  trois  conditions  suivantes  :  1"  il 
sera  dans  le  plan  des  ijz,  ce  qui  donne 

a;  =:  G  ; 

2°  sou  déplacement  étant  perpendiculaire  à  0^',  on  aura 

r/X   ,    ,  r/Y    ,       iVL  ,_^. 

a  -—  H-  i  —  +  Y  —  =  0  ;  73 

c/.s-         '    as  fis 

3"  ce  déplacement  sera  dirigé  vers  le  point  M. 
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Or,  des  équations  (69)  on  tire,  parla  différentiation,  trois 
équations,  dont  la  première  sera 

f^X  =  da  -j-  \dy  -\-  Xdz  -\~  yd\  -\-  zd\, 

ou,  en  remarquant  que  da  =  ar/y  et  en  utilisant   les  for- 
mules de  Frenet  (31,  34), 

riX  ==  \dy  +  \dz  +  [y.  —  (A^  -f  t^,)  y  -f  \-.z]  ds. 

Multiplions  cette  équation  par  a,  les  deux  analogues  par 
[i  et  Y,  puis  ajoutons  membre  à  membre.  Il  vient 

ac/X  +  ^cA'-+  ^dZ  =[i—ky)  ds] 

OU,  à  cause  de  (70), 

1  _  A-y  =  o. 

Cette  équation  montre  que  le  point  de  la  normale,  qui 
décrit  la  développée,  est  sur  l'axe  de  courbure.  Donc  toi/tes 
les  développées  sont  sur  la  surface  pokm^e. 

Il  reste  à  exprimer  que  le  déplacement  du  point  P  est 
dirigé  vers  M;  pour  cela,  je  remarque  que  les  projections 
de  ce  déplacement  sur  Oy  et  sur  0:;  auront  respectivement 
pour  valeurs 

XrfX  -{-  \}.dX  -\'  vdT^  =  dy  +  zxds^ 
IdX  +  r^dY  +  ^dZ  =  dz  —  ijxds. 

Ces  projections  devant  être  proportionnelles  à  y  et  à  s,  on  a 

dy  -f-  zxd$ dz  —  yxds 

y  "  z 

Cette  équation  peut  s'écrire 

ydz  —  zdy  _ 
yi  +  ^2     -  -^«^^ 
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OU 

d  .  arc  tanff  -  =  ids. 
^  z 

Appelons  V  l'angle  de  la  normale  considérée  avec  la  nor- 
male principale  ;  l'équation  précédente  devient 

dN  =  Tds. 

Pour  une  seconde  normale  faisant  un  angle  Vj  avec  la  nor- 
male principale,  on  aura  aussi,  si  elle  enveloppe  une  courbe, 

d\;^  =  xds  ; 
d'où 

fZ(V,  -V)  =  o, 

V^  —  V  =  C'^ 

Donc   les   normales   de    la   courbe  qui    enveloppent   deux 
développées  différentes  font^  entre  elles ^  un  angle  constant. 


t8.  Les  développées  des  courbes  gauches  jouissent 
encore  d'une  propriété  analogue  à  celles  des  courbes  planes. 
Leur  arc  est  égal  à  la  différence  des  longueurs  des  normales 
qui  aboutissent  aux  extrémités  de  cet  arc.  On  pourrait  don- 
ner de  ce  théorème  une  démonstration  analytique  analogue 
à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  courbes  planes. 
Nous  préférons  faire  connaître  une  méthode  géométrique 
fondée  sur  un  lemme  qui  est  d'un  usage  fréquent. 

449.  Soit  /  =^  x\B  un  segment  de  droite  qui  se  déplace 
suivant  une  loi  donnée  ;  soit  /'  =  x\'B'  une  deuxième  posi- 
tion de  ce  segment  infiniment  voisine  de  la  première.  Nous 
allons  évaluer  la  partie  principale  de  la  variation  du  seg- 
ment. Appelons  a  l'angle  de  AB  et  de  A'B';  le  théorème  des 
projections  appliqué  au  contour  AA'B'B  projeté  sur  AB 
donne  l'égalité 

/  =  AB  =  AA'  cos  A'AB  -f-  A'B'  ces  a  -f  B'B  ces  (t:  —  B'BA) 
=  AA'  cos  A'AB  +  l'  cos  a  -\-  BB'  cos  B'BA. 
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a.  est  infiniment  petit.  Donc,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre,  on  peut  remplacer  cosa  par  1,  et 
écrire 

—  dl  =  l'  —  l=kk'  ces A'AB  +  BB'  cosB'BA.  (74) 

C'est  la  formule  cherchée. 

450.  Appliquons-la  au  problème  des  développées.  Soit 
AB  une  normale  à  la  courbe  gauche  en  A,  B  son  point  de 
contact  avec  la  développée.  Le  déplacement  de  A  étant  nor- 
mal à  AB,  cos  A'AB  est  infiniment  petit  ;  le  déplacement  de 

B  est  tangent  à  AB,  donc  cos  B'Bx\  est  infiniment  voisin  de 
d=  1.  La  formule  (74)  se  réduit  donc  à 

dl  =  ±  BB'. 

Mais,  toujours  avec  la  môme  approximation,  on  peut,  si 
l'on  appelle  a  l'arc  de  développée,  remplacer  la  corde  BB' 
par  la  différentielle  de  l'arc  (/:>,  et  l'on  a  enfin 

dl  =  ±da. 

Supposons,  par  exemple,  une  portion  d'arc  sur  laquelle 
les  arcs   croissent   en   même  temps   que   les  normales.   On 

aura 

dl  =  rfff, 

l  —   If^   =   a  (7„, 

et  cette  dernière  égalité  exprime  la  propriété  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

451.  La  notion  de  développante  en  résulte.  Si  l'on  fixe 
un  fil  en  un  point  d'une  courbe  gauche  (F),  et  qu'on  enroule 
le  lil  sur  la  courbe,  puis  qu'on  déroule  le  fil  en  le  tendant 
à  chaque  instant  suivant  une  tangente,  un  point  quelconque 
du  fil  décrira  une  trajectoire  orthogonale  des  tangentes. 
Cette  trajectoire  est  dite  développante  de  la  courbe  (F),  et 
(F)  est  une  développée  de  cette  développante.  La  démons- 


\ 
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(ration  résulte  encore  de  la  formule  (74).  Ici,  par  hypothèse, 

cos  B'BA  est  infiniment  voisin  de  zéro,  f//=arc  BB';  il  en 

résulte  que  cos  A'AB  est  infiniment  petit,   c'est-à-dire  que 
le  déplacement  de  A  est  normal  au  fil  AB. 

452.  Les  normales  qui  enveloppent  une  développée 
décrivent,  comme  on  sait,  une  surface  développable.  Le  plan 
tangent  à  cette  développable  est  le  plan  osculateur  de  la 
développée;  mais  la  courbe  gauche  donnée  (C)  étant  évi- 
demment sur  la  développable,  le  plan  tangent  contient  la 
tangente  à  (C).  Cette  tangente  étant  perpendiculaire  au  plan 
tangent  de  la  surface  polaire,  le  plan  osculateur  de  la  déve- 
loppée est  normal  à  cette  surface  polaire.  Donc  /es  cUve- 
loppées  sont  des  géodésiques  (p.   430)  de  la  surface  j^olaire. 

453.  A  l'étude  des  développées  se  rattache  une  intéres- 
sante question  de  minimum.  Soit  ^q,  ijq^  Sq,  un  point  P  de 
Fespace;  sa  distance  /  au  point  M  (.x-,  y,  :;)  de  la  courbe 
gauche  sera  minimum,  si  son  carré 

p  =  ^a>-  x,]-'  +  {tj  -  i/,f  -\r  {-^  -  --„)■'  =  'f  (0, 

a  une  dérivée  nulle,  par  rapport  au  paramètre  t 

'Y  {i)  =  (^-^  —  ^o) '^•'  +  'y  —  yo) y'  +  (-  —  -o)  ^'  =  o.   (75) 

Mais  il  faut,  de  plus,  que  la  dérivée  seconde 

r  {t)  =  œ'-^  +  y'^-  +  z^'  +  ix-  X,)  X"  -f  (y  -  y,)  y"  +  [z  -  z,)  z" 

soit  positive. 

L'équation  (75)  exprime  que  le  point  M  est  le  pied  d'une 
normale  issue  de  P.  Supposons  que,  M  restant  fixe,  le  point 
P  parcourt  la  normale  en  M,  en  partant  du  point  M.  Les 
binômes  x —  .Zq,  //  —  //q,  z  —  Sq,  commencent  par  être  très 
petits,  et  la  dérivée  seconde  'y'(^)  commence  par  être  posi- 
tive :  MP  est  donc  minimum.  Puis  le  point  P,  s'éloignant 
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dans  la  direction  de  l'axe  de  courbure,  la  fonction  à" [t]  s'an- 
nule au  moment  où  le  point  P  est  sur  l'axe  de  courbure, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  moment  où  P  est  au  point 
de  contact  C  de  la  normale  avec  sa  développée.  'V' (/)  devient 
ensuite  négative,  et  MP  est  un  maximum  au  lieu  d'être  un 
minimum. 

Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  minimum,  dont 
il  vient  d'être  question,  est  un  minimum  relatif,  c'est-à-dire 
par  comparaison  avec  les  chemins  voisins.  On  peut  même 
démontrer  que  la  distance  MP  a  cessé  d'être  un  minimum 
absolu,  avant  que  le  point  M  ne  soit  arrivé  au  point  G.  Soit, 
en  effet,  une  seconde  normale  M'C  touchant  la  même  déve- 
loppée au  point  C.  11  résulte  des  propriétés  de  la  dévelop- 
pée qu'on  a 

MC  =  M'C  -h  arc  C'C  ; 
donc 

MC  >  M'C  -f-  corde  C'C. 

•  Gomment  la  distance  MP  a-t-elle  donc  pu  cesser  d'être 
minimum?  Gala  n'a  pu  se  produire  évidemment  qu'à  un 
moment  où,  du  point  P,  on  a  pu  mener  à  la  courbe  gauche 
deux  normales  égales.  Il  convient  donc,  dans  ce  problème, 
de  faire  intervenir  en  môme  temps  que  l'étude  des  dévelop- 
pées celle  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe 
deux  normales  égales. 

4:54.  Un  exemple  éclaircira  ce  qui  précède.  Dans  l'ellipse, 
la  normale  en  M  rencontre  l'axe  en  H,  avant  son  point  de 
contact  G  avec  la  développée.  Or  le  lieu  des  points  du  plan 
d'où  l'on  peut  mener  à  l'ellipse  deux  normales  égales  se 
compose  des  deux  axes.  Donc,  lorsque  P  sera  entre  M  et  H, 
PM  sera  un  minimum  absolu  ;  entre  H  et  G,  PM  n'est  plus 
le  chemin  le  plus  court;  il  n'est  minimum  que  par  rapport 
aux  chemins  iniiniment  voisins.  Enfin,  au-delà  de  G,  PM 
n'est  plus  minimum  par  rapport  à  aucun  chemin. 
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Des  conç|rueiices 


455.  Lorsque   les  équations   d'une   courbe  contiennent 
deux  paramètres 


f[œ,  y,  z,  a,h)  =0 
cp(.r,  ?/,  z,  a,b)  =  o 


'76) 


on  obtient,  en  faisant  varier  ces  paramètres,  une  double 
infinité  de  courbes,  dont  l'ensemble  constitue  ce  qu'on 
appelle  une  congruence  de  courbes.  Par  un  point  de  l'es- 
pace, il  passe,  en  général,  une  ou  un  nombre  limité  de 
courbes  de  la  congruence  ;  elles  sont  déterminées  par  les 
équations  (76),   où  x,  y,  s,  ont  reçu   des  valeurs  données. 

Mais  il  peut  arriver  que,  pour  certains  points,  les  deux 
équations  (7Ô)  se  réduisent  à  une,  ou  même  soient  entiè- 
rement indéterminées;  par  exemple,  dans  la  congruence  des 
droites  qui  rencontrent  deux  courbes  données,  en  un  point 
P  quelconque  d'une  de  ces  courbes,  il  y  a  une  infinité  de 
solutions  :  ce  sont  les  génératrices  du  cône,  de  sommet  P, 
qui  contient  l'autre  courbe.  Les  cercles  qui  passent  par 
deux  points  forment  une  congruence,  telle  qu'aux  deux 
points  il  y  a  indétermination  absolue. 

Si  les  courbes  de  la  congruence  sont  des  lignes  droites, 
la  congruence  est  dite  rectiligne,  et  lorsque,  par  tout  point 
de  l'espace,  il  passe  une  et  une  seule  droite  de  la  con- 
gruence, la  congruence  rectiligne  est  dite  linéaire. 

456.  Dans  le  cas  d'une  congruence  rectiligne  et  linéaire, 
en  résolvant  les  équations  (76)  par  rapport  aux  deux  para- 
mètres, on  peut  évidemment  les  mettre  sous  la  forme 

P  +aQ=  o, 
et  l'on  voit  que  toutes  les  droites  de  la  congruence  linéaire 
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s'ajijmient  sur  deux  droites  fixes,  savoir 


et 


P  =  o,        Q  =  o, 
F=o,         Q'=o. 


Il  est  évident,  réciproquement,  que  toutes  les  droites  qui 
rencontrent  deux  droites  fixes,  non  situées  dans  un  même 
plan,  forment  une  congruence  linéaire.  On  voit  immédiate- 
ment que,  dans  tout  plan,  il  existe  une  et  une  seule  droite 
de  la  congruence,  celle  qui  joint  les  traces  des  deux  droites 
fixes  sur  le  plan.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les 
congruences  linéaires  qui  ont  été  l'objet  d'une  étude  métho- 
dique, publiée  par  M.  Fouret,  à  la  suite  de  la  traduction  de 
la  Géométrie  du  mouvement  du  D""  Sciiœnflies  . 

457.  Revenons  aux  congruences  rectilignes  quelconques. 
Si  Ton  établit  une  relation  entre  les  paramètres  a  et  h,  les 
droites  correspondantes  décrivent  une  surface,  qu'on  appelle 
une  surface  de  la  congruence.  Nous  allons  démontrer  que 
toutes  les  surfaces  de  la  congruence,  qui  contiennent  une 
même  droite  de  la  congruence,  se  touchent  en  deux  points 
de  cette  droite. 

Soient  en  effet 


y 


P^  +  2/o      ( 


[11) 


les  équations  d'une  des  droites,  a,  Xq,  i3,  y^^  dépendant  des 
paramètres  a  et  h  ;  de  plus 


L'équation  différentielle  de  la  surface  engendrée  s'obtien- 
dra en  différentiant  les  équations  (77) 


dx  =  a.dz  -\-  z 
dy  =  ^dz  -(-  z 


_^       clb 
da        doL 


dix 
da 


db 


da  -\- 
da  -j- 


t  +  t^'W 


da, 
da, 
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et  en  éliminant  da.  Le  plan  tangent  à  la  surface  s'obtiendra 
en  remplaçant  dx,  dy,  dz,  par  X  —  j-,  Y  —  y,  Z  —  :;.  On 
trouve  ainsi 


X  —  X  —  a  f  Z 


Le  second  membre  sera  indépendant  de  ?'(«),  si 

dy.    ,    dx..  dx    ,    dxr. 

z  —  -4-  — -       z  —  -\-  — - 

da        da  db    '     db 


m\ 


da  "^  da        "  db  ~^   db 


(79) 


Cette  équation,  du  second  degré  en  s,  détermine,  sur  la 
droite  de  la  congruence,  deux  points  F  et  Fj,  où  se  touchent 
toutes  les  surfaces  de  la  congruence.  On  les  appelle  points 
focaux  o\x  foyers  de  la  droite.  Les  plans  tangents  en  ces. 
points,  donnés  par  l'équation  (78),  oii  2,  x^  y,  sont  détermi- 
nés par  les  équations  (79)  et  (77),  sont  \q%  plans  focaux. 

458.  On  retrouve  les  mêmes  résultats  autrement.  Cher- 
chons la  condition  pour  que  les  droites  (77)  aient  une  enve- 
loppe. La  formule  (49)  devient  ici 

dxn    -,      ,    dxn    ,,\  /V/8 


da 


''''+t'»)(s-^'"+l^«) 


é([uation  du  second  degré  homogène  en  da,   db,  d'ofi   l'on 
tirera 

^==M,         f  =  M,.  (81) 

fin  da  '  ^     ' 

On  démontrera,  dans  le  second  tome,  que  chacune  de  ces 
équations  détermine  une  fonction  b  de  a,  satisfaisant  à  la 
condition  de  prendre  une  valeur  donnée  pour  une  valeur 
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donnée  de  «,  c'est-à-dire  de  correspondre  à  une  droite  donnée. 
Donc  toute  droite  de  la  congruence  peut,  de  deux  manières 
différentes,  se  déplacer  de  manière  à  décrire  une  dévelop- 
pable;  les  surfaces,  ainsi  obtenues,  sont  les  développables  de 
la  congruence.  Elles  se  groupent  en  deux  familles,  suivant 
qu'on  part  de   l'une  ou  l'autre  des  équations  (81). 

Considérons  une  des  développables  :  son  arête  de  rebrous- 
sement  touchera  la  droite  génératrice  en  un  point  A;  je  dis 
que  ce  point  sera  un  des  deux  foyers,  F  ou  F^.  En  effet,  on 
a  vu,  n°  427,  que  le  z  du  point  A  est  donné  par  l'équation 


dx^  da  do 

d-j.  d(x    -    .  ,    d-j.    ,, 

-r-  da  A-  --Z  du 
da  do 


(82) 


et  il  suffit  de  remplacer  :;  par  cette  valeur  dans  l'équation  (79), 
pour  constater  qu'elle  se  réduit  à  l'équation  (80),  qui  est 
vérifiée  par  hypothèse. 

459.  D'ailleurs,  on  peut  très  bien  se  rendre  compte  géo- 
métriquement de  ce  qui  vient  d'être  établi.  Définissons 
d'abord  la  surface  focale  de  la  congruence  :  c'est  le  lieu  des 
foyers,  ou  encore  des  arêtes  de  rebroussement  des  dévelop- 
pables. Il  y  a  bien,  en  apparence,  deux  nappes  de  cette  sur- 
face focale,  correspondant  aux  deux  équations  (81);  mais  il 
est  évident  qu'au  point  de  vue  analytique  ces  deux  nappes 
se  réunissent  pour  former  une  seule  surface. 

Cela  posé,  les  droites  sont  toutes  tangentes  a  ces  deux 
nappes.  Considérons  une  de  ces  droites  D,  et  déplaçons-la 
de  manière  qu'elle  reste  tangente,  en  F,  à  l'arête  de  rebrous- 
sement, qui  décrit  la  première  nappe  S;  elle  touchera  aussi 
la  seconde  nappe  Sj  en  F^.  Le  lieu  de  Fj,  sur  S^  sera  une 
certaine  courbe  non  tangente  à  D  ;  le  plan  tangent  à  la 
dèveloppable,  le  long  de  D,  sera  donc  confondu  avec  le  plan 
tangent  à  S^  en  Fj. 

Une  surface  S  quelconque  de  la  congruence,  passant  par 
D,  touchera  S^  en   F^,   puisque  la   droite  qui   engendre   H 
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reste  tangente  à  S|.  Toutes  les  surfaces  2  se  toucheront  donc 
en  F^;  de  même  en  F. 

Coiig menées  de  normales 


460.  Les  normales  à  une  surface  donnée  forment  une 
congruence  ;  car  une  normale  est  déterminée  par  son  pied, 
dont  les  coordonnées  dépendent  de  deux  paramètres. 

Les  congruences  de  normales  jouissent  d'une  propriété 
remarquable  :  pour  chaque  normale,  les  plans  focaux  sont 
pprpendiculaires .  Soient  en  effet  (n°  403) 


X  —  x  = 


—  P  (^^  — ^), 


les  équations  d'une  normale.  La  condition,   pour  que  cette 
droite  engendre  une  surface  développable,  est  (47) 


dx        —  p 
(hj  —  q 

dz  1 


dp 
dq 
0 


=  û, 


ou 


ou,  comme 


dx  -\-  pdz dy  -j-  qdz 

dp  dq 


(83) 


dz  ^=  pdx  -\~  qdy^ 
dp  =  rdx  -\-  sdy^ 
dq  =  sdx  -j-  tdy, 

[s(l  -f  P')  — PT"]  d^'  +  [^(1  +  p"^)  —  r(l  -f-  q^)\  dxdy 

^{pql-s{'i^q'^]\dy'^  =  0.    (84)      . 

Supposons  les  axes  choisis  de  manière  que  la  normale 
considérée  coïncide  avec  oz,  et  le  plan  tangent  à  xoy  \  on  a 
alors 

a;  =  y  =  c^  =  o,  p  ^=.  q  =z  0^ 

et  l'équation  (84)  se   réduit  à 

sdx-  -(-  {l  —  /•)  dxdy  —  ad  y-  =  o, 


CALCUL   INFINITESIMAL. 


;iO 
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OU  en  divisant  par  dx"- 

Cette  équation  définit  deux  directions  dans  le  plan  xoy\ 
ces  deux  directions  sont  rectangulaires,  et,  comme  elles 
forment  le  rectiligne  du  dièdre  des  plans  focaux,  le  théo- 
rème est  démontré. 

461.  Nous  allons  montrer  que  la  propriété  précédente 
caractérise  bien  les  congruences  de  normales.  Pour  cela,  il 
faut  déterminer  à  quelles  conditions  une  congruence  recti- 
ligne quelconque  peut  devenir  une  congruence  de  normales. 

Il  faut  et  il  suflit  qu'un  point  de  la  droite  donnée  (77) 
puisse  décrire  une  surface  trajectoire  orthogonale  ;  autre- 
ment dit  qu'on  puisse  déterminer,  en  fonction  des  para- 
mètres arbitraires  «  et  è,  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
droite,  de  manière  que 

(xdx  -\-  ^dy  -\-  ydz  =  o, 

OU,  en  tirant  x  et  y  des  équations  (77),  que 

(a^  -f  6^  -f  1)  rf^  +  -  {^dT.  -f  pc/p)  +  occ^^o  +  P^^yo  =  0- 

Elïect lions  le  changement  de  variables 


nous  obtenons  la  nouvelle  équation 

^  s/y.'  +  [i-  +  1 

Supposons,  pour  simplifier  l'écriture,  que  les  paramètres 
indépendants  sont  précisément  Xq  et  7/^;  le  second  membre 
de  (85)  ne  pourra  être  une  différentielle  exacte  que  si 

A.    __±__=  =  4-i==^=,         (86) 
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Telle  est  la  condition  cherchée.  Elle  n'est  pas  vérifiée 
identiquement,  ce  qui  montre,  de  nouveau,  que  des  droites 
remplissant  l'espace  suivant  une  loi  arbitraire  n'ont  pas  de 
surface  orthogonale.  Mais,  si  l'on  a  trouvé  des  fonctions 
satisfaisant  à  la  condition  (86),  l'équation  (85j  déterminera,  à 
une  constante  près,  une  fonction  p  et,  par  suite,  ;,  et  un  point 
de  la  droite  (77)  décrivant  une  surface  normale.  La  condi- 
tion est  donc  nécessaii'e  et  suffisante.  Elle  exprime,  comme 
nous  allons  le  vérifier,  que  les  deux  plans  focaux  sont  rectan- 
gulaires. 

D'abord,  pour  que  la  droite  donnée  ait  une  enveloppe,  il 
faut  et  il  suffit  (n«  427)  que 

cl^\d^  —  dy^/Ix  =  o,  (87) 

ou  que 

Cela  posé,  uq  plan  passant  par  la  droite,  qui  a  pour  équa- 
tion 

.r  —  xz  —  Xq  —  1  {y  —  bz  —  y,,)  =  o  (89) 

sera  focal,  s'il  contient  le  point  infmiment  voisin  .r  -f-  dx, 
y  -\-  dy,  z  -\-  dz,  ce  qui  donne  la  condition 

zdx  -f  dà\^  —  l[zd'?>  -|-  dy^)  =  o, 

d'oi^i  l'on  tire 

ou,  l'U  tenant  compte  de  (87), 


Dans  cette    équation,  -—  est  une   racine  de  (S^).    Soient 
donc  X  et  )/  les  deux  racines  de  i^8S)  ;  li;s  deux  pians   focaux 
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correspondants  seront  perpendiculaires  si 

1  +  X)/  4_  (a  _  p:j  (a  -  p/)  =  o. 

L'équation  (88)  fournit  immédiatement  les  valeurs  de  aX' 
et  de  À  +  a';  en  les  portant  dans  la  dernière  égalité,  on 
retrouve  la  condition  (86).  Il  est  donc  démontré  que  la  pro- 
priété des  congriiences  de  normales,  d'avoir  leurs  plans 
focaux  rectangulaires,  est  bien  caractéristique. 

461^.  Considérons  la  surface  focale  d'une  congruence  de 
normales  ;  elle  se  compose  de  deux  nappes  S  et  Sj.  Les  arêtes 
de  rebroussement  d'une  des  familles  de  développables  de  la 
congruence  seront  sur  la  première  nappe  S  ;  celles  de  l'autre 
famille  sur  la  deuxième  nappe  Sj.  Le  plan  focal  au  foyer  F, 
situé  sur  S,  se  confond  avec  le  plan  tangent  en  Sj,  et  le 
second  plan  focal  est  le  plan  tangent  en  F  à  S;  mais,  comme 
ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  le  premier  est  normal 
à  S,  et  comme  il  est  le  plan  osculateur  en  F  de  Tare  te  de 
rebroussement  tracée  sur  S,  cette  arête  est  une  ligne  géo- 
désique  de  S.  Ainsi  les  arêtes  de  rebroussement  des  déve- 
loppables d'une  congruence  de  normcdes  sont  des  lignes  géo- 
désiques  de  la  surface  foccde. 

Réciproquement,  supposons  tracée  sur  une  surface  quel- 
conque une  famille  de  lignes  géodésiques.  Les  tangentes  de 
ces  courbes  forment  une  congruence.  Je  dis  que  cette  con- 
gruence est  une  congruence  de  normalçs.  En  effet  les  plans 
focaux  d'une  tangente  sont  évidemment  le  plan  tangent  à  la 
surface  et  le  plan  osculateur  de  la  ligne  géodésique,  et  ces 
deux  plans  sont  rectangulaires  par  définition. 

463.  Les  congruences  reclilignes,  comme  d'ailleurs  les 
congruences  quelconques  dont  nous  dirons  plus  loin  quelques 
mots,  ont  été  l'objet  de  nombreux  travaux  exposés  dans  les 
remarquables  Leçons  de  M.  Darboux  sur  la  géométrie  des 
surfaces,  auxquelles  nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur. 
Nous  emprunterons  cependant  encore  à  cet  auteur  la  démons- 
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tration  d'un  célèbre  théorème  dû  aux  efforts  combinés  de 
Malus,  Dupin,  Gergonne  et  Quételet. 

En  voici  l'énoncé  :  Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux 
à  une  surface^  ils  ne  cessent  pas  de  conserver  cette  propriété 
après  un  nombre  quelconque  de  réflexions  et  de  réfractions. 

Démontrons  d'abord  un  lemme  :  Soient 


X 


Y 


Z  —z 


(90) 


les  équations  d'une  droite  de  la  congruence,  et  u,  v,  w  ses 
cosinus  directeurs. 

En  posant  dans  l'égalité  (85), 


^0  =  y  —  P^^ 


X  -■=  ic\Jx^  -f-  f  -f  1, 

B  =  V  Va^  +  p2  -I-  1, 

on  voit  que  le  théorème  fondamental  de  cette  théorie  peut 
s'énoncer  ainsi  :  «  Pour  que  les  droites  (90)  soient  normales 
à  une  même  surface  S,  il  faut  et  il  suffit  que 

udx  -\-  cdy  -\~  icdz^ 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  dos  doux  variables 
dont  dépend  la  congruence.  x,  y, 
z  sont  les  coordonnées  du  pied 
de  la  normale  sur  la  surface  S.  » 
Cela  posé,  sur  le  rayon  in- 
cident, portons  une  longueur 
MA  =  1  et,  sur  le  rayon  réfracté, 
une  longueur  MB  =  n,  n  dési- 
gnant l'indice  de  réfraction.  La 
loi  de  Descaries  consiste  en  ce 
que  la  résultante  géométrique 
MG  des  deux  vecteurs  MA  et  MB  est  normale  à  la  surface 
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d iri mante  ;  en  effet,  dans  le  triangle  MB(],  on  a 

BC  MB 


sinBiVlC  ~  siuiMCB 
ou 

s'iïïi  =  n  sinr. 

Si  l'on  appelle  /  la  longueur  MG,  a,  3,  t^  u,  v,  w,  u\  v\  w\ 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface,  du  rayon 
incident  et  du  rayon  réfléchi,  le  théorème  des  projections 
appliqué  au  parallélogramme  AMBG  donnera 

2n  .  MC  =  pr  .  MB  +  pr  .  MA, 

c'est-à-dire 

Irj,  z=z  nu'   -\-    U, 

Xp  =  nv'  -\-  u, 
Xy  =  mo'  -\-  w. 

Or,  pour  tout  déplacement  du  point  M  (^,  y,  z)  sur  la  sur- 
face dirimante,  on  a  ' 

(ïxlx  -f-  ^jdjj  -)-  ^dz  =  G, 

ce  qui   peut  s'écrire,   en   éliminant  a,  (3?  Y  ^u  moyen  des 
équations  précédentes, 

udx  -\-  vdy  -f-  icdz  :=  — ■  n  [u'dx  -\-  v'dy  -\-  lo'dz). 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface,  il 
résulte  du  lemme  que  le  premier  membre  de  cette  égalité 
sera  une  différentielle  exacte  ;  il  en  sera  donc  de  même  du 
second,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  cas  de  la  réflexion  s'obtient  en  faisant  n  =r=  —  1 , 


Conç/rueiices  de  courbes 

4:64.  On  peut  étendre  aux  congruences  de  courbes  les 
considérations  que  nous  avons  développées  relativement  aux 
congruences  rectilignes. 
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Soient 

(û  [x,  y,  2",  «,  è)  =  0     I 

les  équations  d'une   courbe  de  la  congruence.   Définissons 
une  surface  de  la  congruence  par  la  relation 

b  =  ¥  [a). 

Le  plan  tangent  à  cette  surface  en  un  point  x,  y,  s,  sera 
défini  par  l'équation,  analogue  à  (78)  : 


^  dx  -\-  ^  dy  -{-  -^  dz        ^  +  ^  F  ia) 
^x         '    ?v    -^    ^    ^z  ^a       ^b       ^  ' 


<)co 


zr^  dx  -\-  :^  dy  -\- ''■r^  dz        ^  -f-  ^  F'  {a) 
^x  ^v    -^    -^z  ^a       ^b       ^   ' 


(91^ 


On  peut  remarquer  en  passant  que  cette  équation  con- 
tient implicitement  le  théorème  suivant  :  Si  Ion  considère 
quatre  surfaces  quelconques  contenant  une  même  courbe  de 
la  congruence,  le  rapport  anharmonique  des  plans  tangents 
à  ces  surfaces  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  demeure 
constant  quand  le  point  se  déplace  sur  la  courbe. 

Mais  l'équation  à^x  plan  tangent  conduit,  au  point  do  vue 
oîj  nous  nous  sommes  placés,  à  une  conséquence  bien  plus 
importante.  En  effet  ce  plan  tangent  devient  indépendant  de 
F'  («),  et  toutes  les  surfaces  de  la  congruence  qui  passent  par 
la  courbe  considérée  sont  tangentes  entre  elles  aux  points 
de  la  courbe  pour  lesquels  on  a 


ou 


}a 

= 

ib 

la 

Ih 



(92) 


Ces  points  sont  dits  les  points  focaux,  et    le  lieu  de  ces 
points  est  la  surface  focale  de  la  congruence. 
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465.  On  retrouve  les  points  focaux  en  cherchant  à  assem- 
bler les  courbes  de  la  congruence,  de  manière  qu'elles  aient 
une  enveloppe.  En  efï'et  le  point  de  contact  d'une  courbe 
avec  son  enveloppe  doit  satisfaire  aux  équations  de  la  courbe 

/■  ^  O,  tp  =  G 

et  à  ses  dérivées  par  rapport  à  a 

^a       ^b  dû  '  ^a       ^b  (la 

L'élimination  de  -tt  conduit  de  nouveau  à  l'équation  (92). 

On  voit  ainsi  que  les  points  focaux  sont  les  points  de  con- 
tact des  courbes  de  la  congruence  avec  leur  enveloppe,  dans 
les  différents  modes  de  déplacement  où  ces  courbes  ont  effec- 
tivement une  enveloppe.  Chaque  point  focal  de  la  courbe 
décrit  une  nappe  de  la  surface  focale,  et  l'on  voit,  par  un 
raisonnement  identique  à  ceux  que  nous  avons  déjà  faits  dans 
la  théorie  des  enveloppes,  que  cette  surface  focale  a  précisé- 
ment pour  plan  tangent  le  plan  tangent  commun  à  toutes 
les  surfaces  de  la  congruence.  En  effet,  pour  avoir  ce  plan 
tangent,  il  faudrait  différentier  totalement  les  équations  de 
la  courbe  donnée  et  (92),  puis  éliminer  da  et  dh  ;  mais  il  suffit 
de  différentier  les  deux  premières  et  d'éliminer  da.  db  s'éli- 
mine d'elle-même  en  vertu  de  (92),  et  l'on  retombe  bien 
sur  l'équation  (91). 

466.  Si  f[x,  y,  :;,  «,  b)  est  algébrique  du  degré  m,  o  du 
premier  degré,  l'équation  (92)  est  de  degré  m  +  1,  et  l'on 
voit  que,  dans  une  congruence  de  courbes  planes  d'ordre  m, 
il  y  a  en  général  sur  chaque  courbe  7n  [m  +  1  )  points  focaux. 

Ainsi,  dans  les  congruences  rectilignes,  il  y  a  deux  foyers 
sur  chaque  droite,  dans  les  congruences  de  coniques  six 
points  focaux  sur  chaque  conique,  dans  les  congruences  de 
cercles,  qui  admettent  les  points  cycliques  comme  points 
focaux,  quatre  points  focaux  sur  chaque  cercle,  etc. 

Nous  donnerons,  dans  le  chapitre  suivant,  l'extension  aux 
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congruences  quelconques  de  la  propriété  caractéristique  des 
congruences  de  normales.  Nous  n'insisterons  pas  davantage 
sur  ce  sujet,  renvoyant  le  lecteur  à  l'ouvrage  de  M.  Dar- 
boux,  pour  l'étude  des  cas  oii  quelques  points  focaux  sont 
confondus,  ainsi  que  pour  l'étude  des  congruences  de 
cercles. 


Des   complexes 

467.  Nous  avons  examiné  successivement  les  systèmes 
de  droites  qui  ne  dépendent  que  d'un  paramètre  (  génératrices 
d'une  surface  réglée),  ceux  qui  dépendent  de  deux  para- 
mètres (congruences).  11  nous  reste  à  envisager  ceux  qui 
dépendent  de  trois  paramètres  et  qui  constituent  ce  qu'on 
appelle  des  complexes.  Ici,  par  un  point  donné  de  l'espace,  il 
passe  encore  une  infinité  de  droites  dont  le  lieu  géométrique 
s'appelle  le  cône  du  complexe  ;  le  degré  de  ce  cône,  lorsqu'il 
est  algébrique,  est  Xorclre  du  complexe.  De  même,  dans  un 
plan  donné,  il  y  a  encore  une  inimité  de  droites  ;  ces  droites 
enveloppent  la  courbe  du  complexe  relative  au  plan.  La 
classe  de  cette  courbe  est  égale  à  l'ordre  du  complexe  :  en 
effet,  soit  P  un  point  du  plan  ;  le  nombre  des  droites  du  com- 
plexe qui  passent  par  ce  point  et  qui  sont  dans  le  plan  s'ob- 
tiendra soit  en  menant  du  point  des  tangentes  à  la  courbe 
du  complexe,  soit  en  coupant  par  le  plan  le  cône  du  com- 
plexe qui  a  son  sommet  au  point  P. 

468.  Pour  étudier  commodément  les  complexes,  il  est  bon 
de  mettre  les  équations  de  la  droite  sous  une  forme  symé- 
trique, considérée  d'abord  par  Plûcker.  Les  trois  plans 

P  —  VJ  =  '^'    \       ■ 

v.r  —  <xz  =  fi'  ^93) 

ay  —  fi,-  =  y'     ) 

passeront  par  une  môme  droite  D,  si 

xa'  -f  ,8|i'  -\-  yy'  =  0.  (94) 
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Les  équations  (93)  sont  celles  de  la  droite  D,  et  les  six 
constantes  a,  (3,  y,  a',  |3',  y'  sont  dites  les  coordonnées  Plucki'- 
riennes  ou,  plus  simplement,  les  six  coordonnées  de  la  droite. 
A  cause  de  (94)  et  parce  qu'elles  figurent  dans  toutes  ces 
équations  d'une  manière  homogène,  elles  se  réduisent  au  fond 
à  quatre,  comme  cela  doit  être. 

469.  Les  droites  D  feront  partie  d'un  complexe,  s'il  existe 
entre  leurs  coordonnées  une  relation  homogène 

/•(a,  B,  y,   tx',   B',   y')   =.  o.  (9o) 

Pour  obtenir  une  surface  du  complexe,  il  faudra  joindre  à 
la  relation  précédente  deux  nouvelles  relations 

f\  =  o,        A  =  o. 

Si  l'équation  (95)  est  algébrique,  son  degré  sera  égal  à 
l'ordre  du  complexe.  Enelfet,  soient a:o,yoi  -^O'  ^^-^  coordonnées 
d'un  point  M  quelconque,  on  voit  sans  peine  que  l'équation 
du  cône  du  complexe,  qui  a  son  sommet  en  M,  s'obtient  en 
remplaçant  a,  iS,  y,  a'  ...,  parles  quantités  proportionnelles 

L'équation  du  cône  est  du  môme  degré  que  (95),  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

470.  L'équation  (95)  permet  d'établir  très  simplement 
une  relation  homographique  entre  les  points  d'une  droite  D 
du  complexe  et  des  plans  passant  par  cette  droite.  Soit  inwn 
point  de  D;  le  côue  du  complexe  qui  a  son  sommet  en  m 
contient  D,  et  nous  prendrons  le  plan  P  tangent  à  ce  cône 
le  long  de  D,  comme  correspondant  à  m.  La  courbe  du  com- 
plexe située  dans  (P)  touche  évidemment  D  en  m.  Inverse- 
ment, dans  un  plan  (P)  pissant  par  D,  il  existe  une  courbe 
du  complexe  touchant  D  en  un  point  m,  et  le  cône  du  com- 
plexe qui  a  son  sommet  en  m  est  évidemment  tangent  à  (P), 
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le  long  de  D.  La  correspondance  homographique  entre  (P) 
et  m  est  don€  bien  établie.  Si  l'on  considère  une  origine  fixe 
0  sur  D  et  si  l'on  pose  om  =  p,  si,  d'autre  part,  on  appelle  6 
l'angle  que  fait  avec  un  plan  fixe  passant  par  D  le  plan  (P), 
la  relation  homographique  sera  de  la  forme 

p  tang'ô  -|~  ^"^P  +  ^  tarig  9  -\-  c  ^  o, 
ou 

(p  +  b)  (tang  e  +  a)  +  c  —  r/i  =  o,  (97) 

«,  6,  c  sont  des  constantes  qui  dépendent  de  la  position  de  D. 
Un  cas  singulier  se  présentera  si 

ah  —  c  =  o  ; 

cette  nouvelle  relation  ajoutée  à  la  relation  (95)  particulari- 
sera la  droite  et  il  y  aura  une  congruence  de  pareilles  droites. 
On  les  appelle  les  droites  singulières  du  complexe.  Sur  ces 
droites,  la  relation  (97)  se  réduit  à 

(p  -f-  b)  (tang^  -|-  (7)  =  0. 

On  voit  alors  que,  quel  que  soit  p,  0  est  constant;  à  tous 
les  points  d'une  droite  singulière,  sauf  au  point  p  =  —  h, 
correspond  un  plan  Ç\xe,  qui  est  un  plan  singulier.  Inverse- 
ment, a  tout  plan  passant  parla  droite  singulière,  sauf  au 
plan  singulier,  correspond  un  seul  point  p  =  —  h  :  c'est 
un  point  singulier.  Les  coordonnées  du  point  singulier  ne 
dépendent  que  de  deux  paramètres  ;  il  y  a  donc  une  surface 
des  singularités  du  complexe,  lieu  des  points  singuliers.  De 
môme  les  coefficients  du  plaii  singulier  ne  dépendent  que 
de  deux  paramètres;  ces  plans  enveloppent  donc  une  nou- 
velle surface.  Mais  il  se  trouve  que  cette  surface  coïncide 
avec  la  première  (Voir,  pour  la  démonstration,  la  note  déjà 
citée  de  M.  Fouret,  au  n"  456).  Cette  surface  est  une  des 
nappes  de  la  surface  focale  de  la  congruence  des  droites  sin- 
gulières. 

On  peut  encore  remarcjuer  que  toutes  les  surfaces  du  com- 
plexe <|ui   contiennent  une  droite  singulière  sont  tangentes 
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entre  elles  au  point  singulier  de  cette  droite.  Mais  nous 
arrêterons  ici  ces  considérations  sur  les  complexes  quel- 
conques, renvoyant,  pour  ydus  de  détails,  à  la  note  de 
M.  Fouret,  et  nous  terminerons  par  l'exposé  de  quelques 
propriétés  des  complexes  linéaires. 

471.  Complexes  LINÉAIRES.  —  On  appelle  ainsi  les  com- 
plexes pour  lesquels  l'équation  (95)  est  de  premier  degré  : 

Aa  +  Bp  4-  Cy  +  A'a'  +  B'p'  +  C'y'  =  0.  (98) 

Le  cône  du  complexe 

A{œ-  œ,)  +  ...  +  A'  {zy,  -  yz,)  +  ...  =  o      (99) 

est  ici  un  plan  qu'on  appelle  le  p/an  polaire  du  point. 

Une  discussion  simple  montre  que  ce  plan  est  parfaitement 
déterminé  pour  tous  les  points  de  l'espace  à  moins  que 

AA'  +  BB'  +  ce  --=  o.  (100) 

Dans  ce  cas  exceptionnel,  il  existe  une  droite  singulière, 
lieu  des  points  dont  le  plan  polaire  est  indéterminé  ;  le  plan 
polaire  de  tout  autre  point  est  déterminé  par  ce  point  et  par 
la  droite  singulière  et  le  complexe,  qu'on  appelle  dans  ce 
cas  complexe  spécial,  se  compose  de  toutes  les  droites  ren- 
contrant la  droite  singulière. 

Laissant  les  complexes  spéciaux  de  côté,  cherchons,  dans 
les  complexes  linéaires  quelconques,  l'enveloppe  des  droites 
du  complexe  situées  dans  un  plan  quelconque.  Cette  enve- 
loppe, étant  de  classe  w?,  se  réduit  à  un  point  qu'on  appelle 
le  pôle  ou  le  foyer  du  plan. 

Considérons  encore  les  droites  du  complexe  qui  rencontrent 
une  droite  L  quelconque  ne  faisant  pas  partie  du  complexe. 
Tout  plan  passant  par  L  aura  un  foyer  non  situé  sur  L, 
puisque  L  ne  fait  pas  partie  du  complexe  ;  je  dis  que  le  lieu 
de  ces  foyers  sera  une  droite  L'.  En  effet  soient  F  et  F'  deux 
foyers  :  un  plan  rs  quelconque  passant  par  FF'  aura  pour 
foyer  son  point/  de  rencontre  avec  L;  car  les  droites  /F  et 
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/F'  font  partie  du  complexe.  Mais  alors,  en  joignant  /  à  un 
point  quelconque  F"  de  FF',  on  a  encore  une  droite  du  com- 
plexe, et  si  l'on  fait  pivoter  le  plan  cj  autour  de  FF',  la  droite 
fV"  décrira  un  plan  quelconque  passant  par  L  et  dont  le 
foyer  sera  en  F'.  Les  deux  droites  L  et  L'  qui  contiennent 
chacune  les  foyers  des  plans  passant  par  l'autre  sont  dites 
droites  conjuguées. 

47-2.  La  théorie  des  complexes  a  de  nombreuses  appli- 
cations en  mécanique.  Ainsi,  dans  un  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  solide,  les  droites  de  moment  nul 
forment  un  complexe  linéaire;  dans  le  mouvement  d'un 
solide,  les  droites  normales  aux  trajectoires  de  tous  leurs 
points  font  partie  d'un  complexe  linéaire,  etc. 


CHAPITRE  XIX 

LIGNES  TRACÉES  SUR  LES  SURFACES 


Définitions 


473.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  sur- 
face S  dépendent  de  deux  paramètres  arbitraires  qui  peuvent 
être,  si  Ton  veut,  deux  de  ces  coordonnées.  Pour  plus  de 
symétrie,  nous  ne  fixerons  pas,  dès  l'abord,  ces  deux  para- 
mètres, que  nous  désignerons  par  ies  lettres  u  et  v^  et  nous 
écrirons 

X  =  f\  (?«,  v)     \ 

Lorsqu'on  voudra  revenir  à  la  forme  ordinaire,  il  suflira 
de  faire  u=x,  r  =  //;  il  en  résultera  que  /^  devra  être 
remplacée  par  x,  et  f.,  par  y.  Nous  poserons,  pour  abréger, 

i^n     lIV  'du     do  du  dv  du    do      i 

dlC     dv  du    dv  du  dv  du   dv      I  '"' 

du     dv  du     dv  du   do  du    dv       ] 

ces  binômes  devant  se  présenter  fréquemment  dans  nos  for- 
mules. 

Si  V  =  G^%  les  équations  (1)  définissent  une  courbe  tracée 
sur  la  surface  (S).  Lorsqu'on  fait  varier  v,  on  a  une  famille 
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de  courbes.  Il  y  a,  de  même,  sur  la  surface  S,  une  famille 
de  courbes  u  =  C'^  Ces  deux  familles  découpent  sur  la  sur- 
face un  réseau  [ii,  v).  Si  l'on  a  en  chaque  point  de  la  surface 

^^  +  ^^  +  ^m^,^  (3) 

CIA   ov         oîc   ôv     '     On   ov  '  ^ 

le  réseau  est  orthogonal;  les  tangentes  aux  deux  courbes  en 
chaque  point  se  coupent  à  angle  droit. 

Une  courbe  quelconque,  tracée  sur  la  surface,  s'obtiendra 
en  joignant  aux  équations  (1)  une  nouvelle  équation  entre  u 
et  v;  j-,  y,  :;,  deviennent  alors  fonctions  d'un  seul  para- 
mètre. 


Pl«ii  tantjciit   et  noi*mnïe 


474.  Il  importe  de  savoir  écrire,  avec  les  notations 
actuelles,  l'équation  du  plan  tangent.  Pour  cela,  il  suftira 
d'exprimer  que  le  plan 

/ (X  -  X)  +  m  (Y  -ij)^n{Z-z)  =  o, 

qui  passe  déjà  au  point  .r,  y,  :;,  passe  aux  deux  points  infi- 
niment voisins  pris  sur  les  courbes  (u)  et  [v),  points  qui  ont 
pour  coordonnées  respectivement 

^.v  ^1/  ^^ 

a,'  -f-  r—  dv,  V  +  v^  d/o,  z  4-  ^—  dv\ 

on  a  ainsi  les  conditions 

'^x  ^y  ^2- 

ou  OH    '        ou 

Xr  ^,j  ^- 


/  .-  +  vi  -^  4-  ;;  -^  =  o, 
ov  ov  ov 
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d'où,  en  éliminant  /,  m,  n,  et  se  servant  des  notations  (2), 
A(X-^')+B(Y-t/)  +  C(.'-.-)  =  o.  (4) 

Les  équations  de  la  normale  seront 

X  _  r       Y  —  2/       Z  —  ,- 


A       ~      B       ~      C 


(5) 


Rappelons  que,  si  x  et  y  sont  prises  comme  variables 
indépendantes,  les  équations  ci-dessus  sont  respectivement , 
pour  le  plan  tangent, 

Z-z=p{)i-cc)-YqÇi-y),  (fi) 

et  pour  la  normale 

X  —  a-  4-p   (Z  —  .2-)   =:  G       }^  ,. 

Y  -  2/  +  ry  (Z  -,..)  =  o     i  ^   ^ 

Réseaux   conjugués 

«475.  Lorsque  les  génératrices  de  la  surface  développable 
formée  par  les  plans  tangents  le  long  d'une  courbe  k  =  C' 
sont  les  tangentes  aux  courbes  v  =■  C'%  et  lorsque  cela  a 
lieu  en  chaque  point  de  la  surface,  le  réseau  [ii,  v)  est  dit 
conjugué  ;  on  verra  plus  loin  la  raison  de  cette  dénomina- 
tion. Cherchons  la  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

La  caractéristique  du  plan  tangent 

A  (X  -  œ)  +  B  (Y  -  y)  +  C  (Z  -  z)  =  G, 

lorsque  v  varie,  s'obtient  en  adjoignant  à  l'équation  précé- 
dente sa  dérivée,  par  rapport  à  v 


Du  ^V  c^U 


:x-)i7+(Y-î')i:7+(z-)^-^--B?^-c^=°- 


La  somme  des  trois  derniers  termes  étant  nulle  identi- 
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quement,  il  reste,  pour  équations  de  la  caractéristique, 


A{X-x)-\-B  (Y  _  y)  4-  C  (Z  ~  ^)  =  o. 


Cette  droite  doit,  par  définition,  contenir  le  point  x  A- -y- du, 

du 


y-rfju.z 


dz 


,   di\  ce  qui  donne  deux  conditions  dont 
la  première  est  identiquement  vérifiée  ;  la  seconde  est 


(8) 


On  vériliera  facilement  que  cette  dernière  condition  peut 
s'écrire 


l9) 


^z 

hA 

^Z 

dv 

'd'Z 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'il  y  a  symétrie  entre  ii  et  r, 
c'est-à-dire  que  les  caractéristiques  des  plans  tangents,  le 
long  des  courbes  v  =  0\  se  trouvent,  par  la  même  condi- 
tion, tangentes  aux  courbes  u  =  G'".  Ce  théorème  est  dû  à 
Dupin. 

Les  réseaux  qui  sont  en  môme  temps  conjugués  et  ortho- 
gonaux ont  une  importance  capitale  dans  l'étude  des  surfaces. 


ii70.  On  sait  que,  si  un  détenninaut  est  nul,  il  existe  une 
même  relation  linéaire  entre  les  éléments  d'une  colonne, 
quelle  que  soit  la  colonne.  Il  existe  donc,  puisque  le  déter- 
minant (9)  est  nul,  deux  fonctions  x  et  3  de  i(  et  de  /'  telles 

31 
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que 

en  d'autres  termes,  si  le  réseau  [u,  v)  est  conjugué,  les  trois 
coordonnées  d'un -point  de  la  surface,  exprimées  en  fonction 
de  u  et  de  v,  vérifient  une  même  éciuation  linéaire  de  la 
forme 

ouùv  ou        '   ov 

La  réciproque  est  vraie  ;  car  l'élimination  de  a  et  de  [3  entre 
les  trois  équations    du  système  précédent  donne  Téquation 

(9)- 

A  ce  point  de  vue,  la  condition  pour  que  le  réseau  soit 

en    même  temps  orthogonal  s'exprime  ainsi  :   la  fonction 

^'  +  y'  +  -'  •     ,    •      ,7       .      ,       .     ,.   r  . 

— — '-h: est  aussi  solution  de  la  même  équation  linéaire. 

En  effet,  en  substituant,  dans  Téquation  aux  dérivées  par- 

tielles  précédente, -^ —^  et  en  tenant  compte  de  ce 

que  X,  y,  2,  vérifient  cette  équation,  on  trouve 

^x  t)a.'        ^y  'dy        'bz  'bz  

^u  ^v        ^u  2v        ^u  c'y  ' 

c'est  bien  l'équation  (3)  qui  exprime  l'orthogonalité  des  tan- 
gentes aux  courbes  u  =  G'%  v  =  G'^ 
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Élément  d'arc   tl'iine   courbe 
tracée  sur  la  surface  (S) 


477.  La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins  pris 
sur  la  surface  s'obtient  par  la  formule 

ck^  =  dx^  +  dy^  +  dz'\ 

dans  laquelle  il  suffit  de  remplacer  ./:,  y,  :-,  par  leurs  valeurs 
tirées  de  (1).  On  obtient  ainsi,  en  posant  avec  Gauss, 


^  ""(S)    +(i)    +u) 


7)u  ^v 


^    —  ■>..  ^..     I     >..  A,,     r  ^„,  >„, 


«=(^y+(iy+fêv 


ds'^ 


Eda^-^'^Fdi{dv-\-  GdvK 


m 


[■m 


On  peut  obtenir  une  autre  expression  de  ds^  par  des  consi- 
dérations géométriques  :  soient MN,  MP, 
deux  courbes  [ii)  et  [v)  se  coupant  en  M 
sous  l'angle  a.  Soient  encore  MM' =Aûfz^, 
MM"  =  Cdv^  les  éléments  d'arcs  des 
courbes  [u)  et  [v),  MM"  =  f/.s,  un  élé- 
ment de  courbe  quelconque  infiniment 
voisin  de  M.  On  peut,  aux  intiniment 
petits  du  troisième  ordre  près,  assimiler 
le  triangle  MM'M"  à  un  triangle  rectiligne  et  écrire 


ou 


M'M"'  =  MM''  +  MM"-  —  2MM'  .  MM"  ces  a, 

ds-  —  \-dii-  4-  C-dv-  —  2AC  ces  a  dudv.         (11') 
C'est,  avec  d'autres  notations,  la  formule  (11);  du  rappro- 
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chemeiit  des  formules  (11)  et  (11),  on  déduit   immédiate- 
ment ^ 

A2  z=  E,  C2  =  G,  C0S7.  =  —  -£--,  (12) 

\JEG 

qui  montre  bien  que  l'angle  a  est  droit  lorsque  la  condition 
d'orthogonalité  du  réseau  {ti,  v)  est  remplie. 


Courbure  des  courbes  tracées   sur   les   suri'aces  : 
Théorèmes  de  Aleusnier  et   d'Euler 

478.  Dans  ce  paragraphe  et  dans  les  deux  suivants,  nous 
étudierons  la  courbure  des  courbes  tracées  sur  les  surfaces. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  ligne  L  tracée  sur  la 
surface  (S)  ;  tout  plan  passant  en  M  coupe  la  surface  suivant 
une  section  qui  est  dite  noi^male  ou  oblique  selon  que  ce  plan 
contient,  ou  non,  la  normale  en  M  à  (S  .  Un  premier  théo- 
rème, dû  à  Meusnier,  ramène  l'étude  de  la  courbure  de  L  à 
celle  de  la  section  normale  qui  a  même  tangente  que  L  au 
point  M. 

Nous  partirons  de  la  formule,  donnée  dans  le  chapitre 
précédent  (n°  418), 

dans  laquelle  ?  représente  la  distance  d'un  point  M'  à  la  tan- 
gente au  point  M  infiniment  voisin  sur  la  courbe  ;  ds  =  MM'. 
On  en  tire  pour  le  rayon  de  courbure  p 

1       MM' 


^  ""  k         2c> 

Il  en  résulte  immédiatement  qu'une  courbe  quelconque  a 
la  même  courbure  que  la  section  faite  dans   la   surface   par 

1  II  importe  de  ne  pas  confondre  les  A  et  G  actuels  avec  les  lettres  A,  B,  G, 
définies  au  n°  473  ;  ces  dernières  sont  telles  que 

A'^  +  B'-i  +  G-^  =  EG  —  F2. 
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son  plan  osculateur  puisque  ce  plan  est  déterminé  par  la 
tangente  en  M  et  par  le  point  M'. 

Pour  continuer,  nous  particulariserons  les  axes,  et  nous 
prendrons  pour  plan  des  x^  y,  le  plan  tangent  en  M,  pour 
axe  des  z,  la  normale  en  M.  En  supposant  que  x  ei  t/  sont 
les  variables  indépendantes,  et  que  z  peut  se  développer  en 
série  suivant  la  formule  de  Maclaurin,  l'équation  de  la  sur- 
face se  présentera  sous  la  forme  ^ 

z  ^  i  {ay^  +  ^.b.xy  +  cy^)  +  R  {x,  y),  (13) 

R{x,  y)  contenant  des  termes  qui  seront,  au  moins,  du  troi- 
sième degré  en  x  et  y.  Abaissons  du  point  M'  la  perpendi- 
culaire M'P,  sur  la  tangente  en  M,  et  la  perpendiculaire 
M'm'  =  :;  sur  le  plan  langent  en  M;  ces  deux  droites  font 
entre  elles  l'angle  y  égal  à  l'angle  du  plan  osculateur  de  la 
courbe  avec  le  plan  de  la  section  normale,  qui  contient  la 
même  tangente  MT.  On  a  d'une  part 

MM''  =  jf-  +  2/-^  +  ^-  ou  ..r^  +  y^ 

en   négligeant  les   infiniment  petits    d'ordre  supérieur    au 
second.  D'autre  part 


z     1  [ax^  -\-  °l.hxy  ■\-  cy-) 

COS  y        2  ces  y 


>,  ^yn  -^       '-  ^^■^     ~r  -'^•^.y  -1-  ^;j_  ;. 


Il  en  résulte  pour  p  la  valeur 

+  y-' 


p  =  7 ^ — \ — i \ ?T  ces  y. 

Mais  m'   est  à  une  dislance   de   P   infiniment   petite    du 
second  ordre,  et  la  direction  M;;?'  se  confond  avec  celle  de  la 

'  Il  résulte  de  ces  hypollièses  que  la  théorie  exposée  dans  ce  numéro,  pas 
plus  d'ailleurs  que  les  résultats  obtenus  jusqu'au  n°  296,  ne  s'appliqueront 
aux  surfaces  qui  ne  remplissent  pas  les  conditions  énoncées,  telles,  par 
exemple,  que 

z  =  x^  +  y--\ 
ou 
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tangeiile  MT,  à  la  limite,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  appelle   ^ 

on  aura 

y  z=  X  tang  ce  ; 


l'angle  de  MT  avec  ojr,  on  aura 


d'oii 

1 

P  = 5 ; — TTi — = ; ^~r~  cos  y. 

a  cos-  cp  -|-  z6  sin  cp  cos  o  -\-  c  sin-  <^         ' 

Appelons  pq  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui 
correspond  à  y  =  o,  on  aura 

(14) 


'  "        a  cos-  cp  -\-  '±b  sin  cp  cos  --sj  -\-  c  sin-  cp 
et 

c  =  Pp  cos  y.  (15) 

Donc,  le  centre  de  courbure  en  un  point  q^ielconqiie  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface  s'obtient  en  projetant^  sur  son 
p/an  oscillateur,  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale 
qui  a  la  même  tangente  au  point  considéré. 

On  peut  encore  dire  :  Si  l'on  fait  pivoter  un  plan  autour 
d'une  tangente  à  la  surface,  le  lieu  des  cercles  de  courbure 
des  sections  faites  par  le  plan  dans  la  surface  est  une  sphère 
qui  a  pour  grand  cercle  le  cercle  de  courbure  de  la  section 
normale. 

Ou  encore  :  Si  l'on  fait  pivoter  un  plan  autour  d'une  tan- 
gente à  la  surface,  les  axes  de  courbure  des  sections  faites 
par  ce  plan  dans  la  surface  vont  rencontrer  la  normale  à  la 
surface  en  un  même  point,  qui  est  le  centre  de  courbure  de 
la  section  normale. 

Ces  divers  énoncés  sont  des  formes  différentes  du  théo- 
rème de  Meusnier. 

479.  Le  théorème  d'Euler  permet  enfin  de  ramener 
l'étude  des  courbures  des  sections  normales  à  celle  des  cour- 
bures de  deux  d'entre  elles. 

Remarquons  d'abord  que  la  formule  (14)  peut  être  sim- 
plifiée par  un  changement  d'axes.  Si  l'on  fait  tourner  les 
axes  ox,  oij,  dans  leur  plan,  d'un  angle  a,  et  si  l'on  pose 

cp  =  •!/  -|-  a, 
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on  pourra  toujours  déterminer  a  de  manière  que  la  nouvelle 
expression  de  pq  ne  contienne  plus  de  terme  en  sin  -i  cos  -i, 
et  se  présente  sous  la  forme 

Po  "^Àcos^-I^  +  C  sin^'/  ^^^^ 

Il  suffira  pour  cela  de  poser 

2^> 


tang  27. 


a  —  c 


ce  qui  détermine  pour  l'angle  a  deux  directions  perpendi- 
culaires entre  elles. 
Gela  posé,  écrivons 

Po=A  +  (C- A)  sin^'f'  ^^'^^ 

Lorsque  <b  varie  de  o  à  tt,  la  variation  de  pq  est  facile  à 
suivre  :  deux  plans  symétriques,  par  rapport  aux  plans  de 
coordonnées,  donnent  la  même  valeur  pour  pq;  il  y  aura  un 
maximum  et  un  minimum  entre  lesquels,  ou  en  dehors 
desquels,  suivant  les  cas,  seront  comprises  toutes  les  valeurs 
de  Pq. 

Si  A  et  G  sont  de  même  signe,  pQ  variera  entre  le  maxi- 
mum et  le  minimum,  R  et  R^,  qu'on  atteindra,  pour  à  ^^  o 


et  pour  à 


R=l  R,=^,  (18) 


et  le  rayon  de  courbure  ne  deviendra  jamais  infini.  La  sur- 
face est  dans  le  voisinage  du  point  M  tout  entière  du  m'^me 
côté  de  son  plan  tangent. 

Si  A  et  G  sont  de  signes  contraires,   p,,  variera  du  maxi- 
mum jusqu'à  —  00,  et  de  +  oo  jusqu'au  minimum;  le  maxi- 
mum et  le  minimum  seront  d'ailleurs  toujours  donnés  par 
les  formules  (18).    Le  rayon  do  courbure  sera  inlini,    et  la 
section  normale  présentera  un  point  d'inilexion  au  point  M, 
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pour  les  valeurs  de  d»  données  par  l'équation 


tang .}  =  ±  y/-  ^  =  ±  y/-  |,  (19) 

ce  qui  donne  deux  directions  symétriques,  par  rapport  aux 
axes.  Ces  deux  directions  sont  les  tangentes  à  la  section  de 
la  surface  par  son  plan  tangent  ;  en  effet,  après  le  change- 
ment de  coordonnées  que  nous  avons  effectué  dans  le  plan 
des  jy,  l'équation  (13)  de  la  surface  (S)  est  devenue 

.-  =  |(AX-^-t-CY2)  +  R'(X,  Y), 

R'  (X,  Y)  étant  une  série  dans  laquelle  les  termes  sont  au 
moins  du  troisième  degré  en  X  et  Y;  si  l'on  y  fait  2=0, 
on  obtient  l'équation  de  la  section  par  le  plan  tangent,  qui 
a  pour  tangentes  à  l'origine  les  deux  droites 

AX2  -f  CY-^  =  G. 

Ce  sont  bien  les  droites  définies  par  l'équation  (19). 

Dans  le  cas  actuel,  toutes  les  sections  normales,  com- 
prises dans  deux  angles  opposés  par  le  sommet  formés  par 
les  droites  précédentes,  tournent  leur  courbure,  dans  le 
voisinage  de  M,  d'un  même  côté,  par  exemple,  vers  les  z 
positifs  ;  les  sections  normales  comprises  dans  les  deux  autres 
angles  tournent  leur  courbure  vers  les  s  négatifs,  et  la  sur- 
face traverse  son  plan  tangent.  On  dit,  dans  ce  cas,  qu'elle 
est  à  courbures  opposées. 

Dans  tous  les  cas,  les  rayons  de  courbure  maximum  et 
minimum  sont  dits  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face, les  sections  normales  qui  les  donnent,  sections  pidnci- 
paJes^i  et,  en  introduisant  ces  layons  de  courbure  principaux 
dans  la  formule  (16),  elle  prend  la  forme  élégante 


qui  est  due  ù  Euler 
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Nous  signalerons  deux  cas  particuliers  :  1°  A  =  G  ou 
R  =  Rj. 

Dans  ce  cas  pQ  =  R  constamment,  le  point  M  prend  le  nom 
à' ombilic. 

2"  AC  =  o.  Dans  ce  cas,  il  n'y  a  plus  qu'un  maximum  (ou 
un  minimum)  et  qu'un  rayon  de  courbure  infini,  qui  est 
maximum  (ou  minimum).  Le  point  de  la  surfac<^  csl  dit 
point  parabolique. 

480.  La  connaissance  des  centres  de  courbure  principaux 
permet  d'élucider  un  problème  de  maximum,  dont  il  a  déjà 
été  parlé. 

Soit  P  un  point  de  la  normale  Ms  à  la  surface  (S);  cher- 
chons le  point  .r,  y,  2,  de  la  surface,  le  plus  rapproché  ou 
le  plus  éloigné  de  P.  "Si  Z  désigne  le  segment  MP,  on  aura, 
les  coordonnées  ayant  toujours  M  pour  origine, 

T  =  MP'  =  x^  -h  y'  +  (L  —  zY , 

et,  pour  que  T  soit  un  minimum,  il  est  nécessaire  que  ses 
dérivées,  par  rapport  à  x  et  y,  soient  nulles 

1 

-      Tj;      =      ,•/■      —    P    (Z      —     ^)      =      0, 

.2  ^!/  =  y  —  ^l  ^^-  —  ^)  =  o, 

ou,  en  négligeant  ;  infiniment  petit  devant  Z, 

œ  —  p'A  =  o, 
y  —  qZ  =  o. 

Comme  p  et  q  sont  nuls  à  l'origine,  il  en  résulte  x  =  0, 
//  =  o. 

Il  faut,  de  plus,  que  l'on  ait 

(T^^)^  -  t^.t;.  <  o. 

Si  l'on  suppose  les  tangentes  aux  sections  principales  prises 
pour  axes  des  x  et  des  y,  s=  o  à  l'origine,  et  l'inégalité 
précédente  s'écrit 

—  (1  —  rT]  (1  —fZ)  <o, 
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OU  encore  en  introduisant  les  rayons  de  courbure  qui   sont 
donnés  par  les  formules 

A        r  '        C        ï 

oij  r  et  t  ont  leurs  valeurs  à  l'origine  des  coordonnées 


<  o. 


RR, 

Deux  cas  sont  donc  à  considérer  : 
1°  La  surface  est  convexe  en  M 

RR^>o. 

La  condition  précédente  exprime  que  le  point  P  ne  doit 
pas  être  compris  entre  les  centres  de  courbure  principaux. 
Ainsi  si  Ton  suppose  le  point  P  partant  de  M  vers  les  centres 
de  courbure  principaux,  sa  distance  au  point  M  sera  d'abord 
minimum,  parmi  toutes  les  distances  aux  points  infiniment 
voisins  de  M  ;  lorsque  P  se  trouve  entre  les  deux  centres  de 
courbure  principaux,  MP  est  plus  grand  que  certaines  dis- 
tances voisines,  et  plus  petit  que  d'autres  ;  en  d'autres 
termes,  la  sphère  de  centre  P  et  de  rayon  PM  traverse  la 
surface  (S)  en  M,  qui  est  un  point  double  de  l'intersection. 
Enfin,  lorsque  le  point  P  a  dépassé  le  second  centre  de  cour- 
bure principal,  PM  est  maximum  parmi  les  droites  qui  vont 
de  P  aux  points  voisins  de  M.  Sur  la  portion  de  normale 
située  de  l'autre  côté  du  point  M,  par  rapport  aux  centres  de 
courbure,  PM  est  minimum  en  valeur  absolue. 

2°  La  surface  est  à  courbures  opposées 

RR^  <  0. 

Les  résultats  sont  renversés,  et  la  distance  MP  n'est  un 
minimum  ([ue  si  P  est  compris  entre  les  centres  de  courbure 
principaux. 
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481.  Il  résulte  du  paragraphe  précédent  un  moyen  de 
déterminer  les  rayons  de  courbure  principaux,  les  axes  de 
coordonnées  étant  quelconques  (nous  les  supposerons  seu- 
lement rectangulaires). 

Soient  x,  y,  r,  les  coordonnées  du  point  M,  et  X,  Y,  Z, 
celles  du  point  P 

MP-  =  ï  =  (X  -  xf  -f  (Y  -  yf  -f  (Z  -  z)\ 
Pour  qu'il  y  ait  maximum,  il  faut  que 


-|T;=X-a;  +  p(Z-^)=o 


(21) 


ce  qui  exprime  que  P  est  sur  la  normale  en  M;  il  faut  de 
plus  que  l'on  ait 

[TLif  -  t^t;>  <  G,  (22) 

et   l'équation  aux  centres  de   courbure  principaux  sera,  à 
cause  de  l'invariance  évidente  du  binôme  précédent, 


Or 


(T^^)^  -  t^^t;;.  =r  G.  (23) 


^^xy^M—^  (^^  —  -), 

\  t;.  =  1  +  ^2  _  /  (Z  - 


Donc  l'équation,  qui  donne  les  Z  des  centres  de  courbure 
principaux,  sera 

(Ti^)2  -  T^.T;;.  ^^  {s'  -  r()  (A  -  z)-^  \ 

-  ['ipqs  -  /,  (l  -h  p^)  -  r  (1  +  q'^)]  (Z  -  z)       •   (24) 

—  1  —  jr  —  q-  =  o  ) 
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Si  l'on  tient  compte  des  équations  (21),  l'on  a 

T  =  {i  -}- p-^  +  q')  [Z  -  zr\ 
ou 

T  MP' 


^'2 


L'équation   aux  rayons  de   courbure  principaux   s'écrira 
donc 


(s2  _  rt)  MP'  +  [(1  +p2)  ^-j-  (1  +  q-)  r  —  2pçs]  VI  +p2  _{_  ^2MP 

-  (1  +  P-"  +  ^•^)-^  -  o.  (25) 

Nous  donnerons  plus  loin  une  seconde  méthode  pour 
former  cette  équation.  Mais  nous  remarquerons  immédia- 
tement que,  si  le  point  est  parabolique,  on  doit  avoir 
s*-  —  ri  =  0.  Cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  surface, 
donne  la  ligne  des  points  paraboliques. 

48ii.  Il  est  possible  de  déterminer  les  directions  princi- 
pales en  s'appuyant  sur  ce  qui  précède.  En  effet,  la  sphère 
de  centre  P  et  de  rayon  PM  coupe  la  surface,  avons-nous  dit, 
suivant  une  courbe  qui  a,  en  M,  un  point  double  à  tangentes 
distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Ces  tangentes  s'obtien- 
draient de  la  manière  suivante  :  écrivons  T(a:,  y)  la  fonction 
que  nous  avons  jusqu'à  présent  désignée  par  la  lettre  T,  et 
développons-la  par  la  formule  de  Taylor 

T  ix  4-  A,  2/  +  b)  =  T  (.r,  y)  +  AT.i  -f  JiY ',, 

+  |(A^TL+2MT,^,,4-A^T;.)-|-... 

S'il  y  a  maximum  ou  minimum,  T^  =  o,  T,^  =  o,  et  la 
différence  ^{x-^  A,  y  -1-  k)  —  (T,r,  y)  a  le  signe  de 

saut  pour  les  deux  directions  obtenues,   en  égalant  à  zéro 
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cette  dernière  parenthèse.  Ce  sont  les  directions  suivant 
lesquelles  il  faut  s'éloigner  dans  le  plan  tangent  pour  que 
la  distance  MP  ne  soit  ni  maximum,  ni  minimum,  par  rap- 
port aux  distances  voisines.  Ces  directions  sont,  en  général, 
distinctes;  mais  si  l'équation  (23)  est  vérifiée,  c'est-à-dire 
si  le  point  P  est  en  un  des  centres  de  courbure  principaux, 
ces  directions  se  confondent  avec  une  des  tangentes  aux 
sections  principales.  La  parenthèse  qui  vient  d'être  consi- 
dérée étant  un  carré  parfait,  on  a  dans  ce  cas 

hT^.  +  /^T;,  =  0, 
c'est-à-dire 

[1  -|-  p-  —  r  (Z  —  :)]  rlr  -\- \  pq  —  s  (Z  ~  z)]  dy  =  0. 

En  tirant  Z  —  :;  de  cette  équation,  et  portant  dans  l'équa- 
tion (24),  on  aura  une  équation  homogène  du  second  degré 
en  dx.,  dy,  qui  donnera  dans  le  plan  tangent  les  directions 
principales.  On  trouve  ainsi,  après   suppression  du  facteur 

[(1  -f-  p2)  S—  pqr]  dx>  -\-[[\-\-  p-]t  —  {V  ^  q^)  r]  d.cdy 

-^  [pqt  —  (1  -f-  q-)  s]  dy'  =  G.    (26) 


Indîcatiûce 


45Î3.  Des  considérations  ingénieuses,  dues  à  Dupin,  per- 
mettent de  synthétiser  les  résultats  précédents  et  d'en  pré- 
senter de  nouveaux  sous  une  forme  simple.  Coupons  la 
surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  M  et  infi- 
niment voisin  de  ce  plan.  La  section  s'obtiendra  en  faisant 
z  =z  h  dans  l'équation  (13);  on  trouve  ainsi,  en  négligeant 
les  termes  du  troisième  ordre, 

h  =-  (ax'^  -f-  '2b.ry  -\-  cy'\.  (27) 
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Cette  courbe  est  une  conique;  rapportons-la  à  ses  axes  en 
faisant  tourner  les  axes  de  coordonnées  de  l'angle  a,  déjà 
défini  plus  haut  par  la  formule  (n"  477) 

tang:  2a  ^  — 


L'équation  devient 

h  =  AX2  -f  cy2, 

les  coefficients  ayant  les  mêmes  valeurs  que  dans  les  para- 
graphes précédents.  La  conique  homothétique  de  la  précé- 
dente, située  dans  le  plan  tangent  en  M,  et  qui  a  pour 
équation 

±  1  =r  AX2  -^  CY2, 

s'appelle  Vindicatrice  de  Diipin.  On  voit  déjà  que  ses  axes 
coïncident  avec  les  tangentes  des  sections  principales  et 
qu'elle  sera  une  ellipse  dans  le  cas  d'une  surface  convexe, 
une  hyperbole  dans  le  cas  d'une  surface  à  courbures  oppo- 
sées. L'indicatrice  devient  un  cercle  aux  ombilics;  elle 
dégénère  en  deux  droites  parallèles,  symétriques  par  rapport 
au  point  M,  pour  un  point  parabolique. 

Le  signe  ambigu,  qui  figure  dans  le  premier  membre, 
permet  de  s'arranger  de  manière  à  avoir  toujours  une 
courbe  réelle,  si  la  surface  est  réelle,  c'est-à-dire  si  la  sur- 
face admet,  dans  le  voisinage  du  point  M,  des  sections 
réelles.  On  peut,  par  exemple,  convenir  de  toujours  donner 
au  premier  membre  le  signe  de  A.  Soit  A  positif;  nous 
écrirons  donc 

1  =  AX2  +  CY^.  (28) 

Prenons  maintenant  des  coordonnées  polaires,  le  pôle 
étant  en  M,  et  l'axe  polaire  confondu  avec  MX.  Il  faut  poser 

X  =  X  cost]/, 
Y  ^  X  siii'l. 
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ce  qui  donne,  pour  le  rayon  vecteur  X, 


A  cos^  •\)  -\-  C  sin^  •]> 


En  rapprochant  cette  équation  de  l'équation  (16),  on  voit 
que  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  des  diamètres  déterminés  par  les 
traces  de  leurs  plans  dans  l'indicatrice.  La  variation  de  ces 
rayons  de  courbure  en  résulte  immédiatement.  Dans  le  cas 
de  l'ellipse,  le  rayon  de  courbure  maximum  est  celui  de  la 
section  tangente  au  grand  axe  de  l'indicatrice;  le  rayon  mini- 
mum correspond  au  petit  axe.  Si  l'indicatrice  est  une  hyper- 
bole, il  faut,  pour  les  sections  normales  qui  ne  rencontrei'aient 
pas  cette  courbe,  la  remplacer  par  l'hyperbole  conjuguée. 

484.  La  propriété  précédente  de  l'indicatrice  peut  être 
établie  par  les  considérations  géométriques  très  simples  qui 
suivent.  Soit  MN  la  normale  en  M  à  (S),.  MM' A  une  section 


normale,  MM'N  le  cercle  qui  a  pour  limite  le  cercle  oscula- 
teur,  M'H  la  perpendiculaire  à  MN  menée  par  le  point  M'- 
infiniment  voisin  de  M.  M'H  est  un  rayon  de  l'indicatrice. 
Or,  dans  le  cercle  MM'H,  on  a 


M'H'  =  MH  X  HM  =  h  (2p  —  h). 


On  en  tire 


M'H^ 
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OU,  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre  près, 

_WÛr 

Le  rayon  de  courbure  p^  est  donc  proportionnel  à  M'H\ 

4r85.  Soient  deux  sections  normales  correspondant  à  deux 

directions  rectangulaires  à  et  à  -{-  '^'i  les  diamètres  X  et  \'  de 

l'indicatrice,  ou  les  rayons  de  courbure  de  p^  et  p,',  de  ces 
sections,  vérifieront  la  relation 

1,1        1,1         A    ,   .-       1,1 

k'        A  po        po  Iv         U, 

On  appelle  courbure  moyenne  d'une  surface  en  un  point,  la 
demi-somme  de  ses  courbures  principales.  L'égalité  précé- 
dente peut  donc  s'énoncer  ainsi  :  La  demi-somme  des  cour- 
bures de  deux  sections  normales  dont  les  plans  sont  perpendi- 
cidaires  entre  eux  est  constante  et  égale  à  la  courbure  moijenne 
de  la  surface  au  point  considéré. 

Posons 


il  résulte  de  l'équation  (25)  que  la  courbure  moyenne  a  pour 
expression,  en  fonction  d'.z'  et  d'y, 

4:86.  Théorème.  —  Les  tangentes  en  un  point  ci  deux 
courbes  d'un  réseau  conjugué  sont  deux  diamètres  conjugués 
de  r indicatrice  de  Dupin. 

Pour  le  démontrer,  supposons  toujours  l'origine  des  coor- 
données en  M,  et  prenons  pour  axes  obliques  des  coordon- 
nées dans  le  plan  des  x,  y  les  tangentes  à  deux  courbes  d'un 
réseau  conjugué,  l'axe  des  z  restant  quelconque.   On  a,  au 
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point  M, 

iz  ^z 

ox  ôy        ^ 

L'équation  du  plan  tangent  en  un  point  [x^  y,  z)  inliniment 
voisin  de  M,  qui  serait  en  général 

Z  -  ^  =:  (p  +  dp)  (X  -  ^)  +  (g  +  dq)  (Y  -  y), 

se  réduit  ici,  si  l'on  prend  le  point  sur  la  courbe  tangente 

à  oy  (^  =  o,  s  =  o),  à 

Z  =  5Î/X  4-  ty\, 
en  tenant  compte  de  ce  que 

dp  =  rx  -\-  Si/, 
dq  =  SX  -f-  ty. 

Par  définition  des  réseaux  conjugués  et  à  cause  de  notre 
choix  des  axes,  ce  plan  doit  contenir  oj:,  ce  qui  exige  qu'on 
ait,  au  point  M, 

sy  =  G, 

et  comme  y  n'est  pas  nul, 

s  =  o; 
or  cette  condition  exprimée  dans  l'équation  (13) 

z==^{ax'  +  ^bxyJrcy')-\-... 
conduit  à 

b  =  0. 

L'indicatrice  a  alors  pour  équation 

1     ^ 

1  =  2  {^■^'-  +  C7/-)  ; 

c'est  bien  la  forme  que  prend  l'équalion  d'une  conique  rap- 
portée à  deux  diamètres  conjugués. 

Ce  théorème  a  reçu  le  nom  de  tlu'orhne  des:  tangentes  con- 

CALCl  L    INFIMTKSIMA[,.  32 
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jîiguée.s;  il  a  une  importance  capitale  dans  VArt  du  trait^ 
car  il  permet  de  construire  les  tangentes  aux  courbes  d'ombre 
ou  de  perspective,  c'est-à-dire  à  la  ligne  de  contact  L  d'une 
surface  (S)  et  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  lumineux 
ou  le  point  de  vue.  Ce  cône  est  la  surface  développable  cir- 
conscrite à  la  surface  (S)  suivant  la  courbe  L;  la  tangente 
à  la  courbe  L  en  un  quelconque  M  de  ses  points  est  donc 
le  diamètre  conjugué  du  rayon  lumineux  ou  du  rayon  visuel 
correspondant  par  rapport  à  l'indicatrice  au  point  M  de  la 
surface  (S). 

486  bh.  Voici  une  autre  proposition  qui  trouve  aussi 
son  application  en  Géométrie  descriptive,  et  dont  le  théo- 
rème des  tangentes  conjuguées  est  une  conséquence  immé- 
diate. 

Lor><que  ileux  surfaces  (S)  et  (S,J  se  touchent  en  un  point  M, 
leur  ligne  d'intersection  L  a  pour  tangentes  en  ce  point  les 
diamètres  communs  aux  indi^^atrices  des  deux  surfaces. 

En  effet,  soit  MZ  la  normale  commune  en  M,  M'  un  point 
de  L  infiniment  voisin  de  M  et  P  la  projection  de  M'  sur  le 
plan  tangent  en  M.  Le  plau  ZMP  donne  dans  les  deux  sur- 
faces deux  sections  normales  dont  les  rayons  de  courbure 
diffèrent  l'un  et  l'autre  infiniment  peu  de 

MP' 


2  .  MM' 


A  la  limite,  lorsque  M'  tend  vers  M,  MP  devient  la  tan- 
gente inconnue  MT,  et  l'on  voit  que  les  sections  par  le 
plan  normal  ZMT  ont  la  même  courbure  au  point  M.  La 
droite  MT  rencontre  donc  les  deux  indicatrices  aux  mêmes 
points;  cette  tangente  est  donc  un  diamètre  commun  aux 
deux  indicatrices.  Comme  il  y  a  deux  diamètres  communs, 
on  voit  que  la  ligne  d'intersection  L  a  un  point  double  au 
point  M. 

En  particulier,  si  Lune  (S)  des  surfaces  est  développable, 
son  indicatrice  consiste  en  deux  droites  parallèles  symé- 
triques par  rapport  au  point  M,   et  tangentes  à  l'indicatrice 
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de  l'autre  surface  (Si).  Les  diamètres  communs  aux  deux 
indicatrices  se  confondent  donc  avec  la  corde  de  contact,  et 
l'on  tombe  sur  le  théorème  des  tangentes  conjuguées  qui  se 
trouve  ainsi  démontré  géométriquement. 

Enfin,  dans  le  cas  plus  particulier  encore  où  l'une  (S)  des 
deux  surfaces  est  un  plan  P,  son  indicatrice  est  la  droite  à 
l'infini  et  par  suite  Us  tangentes  à  la  ligne  d'intersection  de 
la  surface  (S|)  et  de  son  plan  tangent  P  sont  les  asymptotes 
de  l'indicatrice  de  la  surface  (Sj).  Ce  résultat  a  déjà  été  trouvé 
sous  une  autre  forme,  à  la  page  488. 


Des  lignes  de  eourbure 

WVl .  On  appelle  ligne  de  conrhnre  d'une  surface  une 
ligne  le  long  de  laquelle  les  normales  à  la  surface  forment 
une  surface  développable.  Cette  définition  a  besoin  d'être 
expliquée  :  les  normales  à  une  surface  forment  une  con- 
gruence  et,  en  général,  comme  Ton  sait,  la  plus  courte  de  deux 
droites  d'une  congruence  est  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  paramètres  variables  [u  et  v).  Dans  le  cas  spécial  que 
nous  examinons  ici,  les  surfaces  de  la  congruence  prennent, 
d'après  M.  Mannheim,  le  nom  de  normalies,  et  ici,  comme 
dans  les  congruences  rectilignes  quelconques,  il  y  a  deux 
manières  de  grouper  les  droites  de  la  congruence,  de  manière 
à  avoir  des  surfaces  développables.  Les  lignes  de  courbure 
sont  les  traces  sur  la  surface  (S)  des  normalies  développables 
cl,  lorsque  nous  disons,  que  le  long  d'une  ligne  de  courbure 
deux  normales  se  rencontrent,  nous  voulons  simplement  dire 
({ue  la  plus  courte  distance  de  ces  droites  est  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

^581$.    Formons  l'équation    dill'érentielle    des   lignes    de 
courbure.  Soient 

X    —  .,•    -f   y;    (Z   —   5j    =    G         \ 

Y  -  y  +  <7  >Z  -  <)  =  G     (  ^-""^ 

les  équations  do  la  normale  dont  le  pied  sur  (^S)  a  pour  coor- 
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données  ,r,  y,  z  ;  soient 

X  —  œ  —  dx  -\~  {))  -f-  rfjj)  (Z  —  z  —  dz)  =  o     ) 
Y  —  y  —  dij  4~  (^  "h  ^9)  (Z  —  ^  —  ^^)  =0     1 

les  équations  de  la  normale  au  point  infiniment  voisin.  Pour 
que  ces  deux  droites  se  rencontrent,  aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près,  il  faut  et  il  suffit  que 

dœ  -j-  pdz       dy  4-  qdz  ,^^. 

Cette  équation,  développée  après  qu'on  a  remplacé  dp^  dq^ 
dz  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  dx  et  de  dy^  s'écrit 

[(1  +  ly")  s  —  pqr]  dx^  +  [(i  +  p2)  ^  —  (1  +  p'')  r]  dxdy 

+  [pqt  —  (1  +  q^)  s]  dy^  =  0.    (31) 

L'équation  (30)  ou  l'équation  (31)  donnent  la  solution  du 
problème.  Elles  définissent  les  deux  directions  du  plan  tan- 
gent, suivant  lesquelles  il  faut  se  déplacer  pour  obtenir  des 
normalies  développables.  L'identité  de  cette  équation  et  de 
l'équation  (26)  nous  montre  que  : 

Les  lignes  de  courbure  se  coupent  à  angle  droit  ;  elles  sont 
tangentes  aux  sections  princijicde s.  En  d'autres  termes,  elles 
forment  sur  la  surface  un  réseau  conjugué  orthogonal,  et  c'est 
évidemment  le  seul. 

La  démonstration  directe  de  ce  théorème  est  d'ailleurs  des 
plus  simples  ;  il  suffit  de  prendre  les  axes  particuliers  qui 
nous  ont  déjà  servi,  savoir  la  normale  au  point  M  pour  axe 
des  z  et  les  axes  de  l'indicatrice  pour  axes  des  x  el  des  y.  On 
a  alors  à  l'origine 

p  =  o,  g-  =  o,  s  =  o, 

el  l'équation  (31)  devient 

(/  —  r)  d.rdy  ^=  o, 
ce  qui  donne  bio]i  pour  directions  des  tangentes  aux  lignes 


LIGNES    TRACÉES    SUR    LES    SURFACES  501 

de  courbure 

dx  =  0,         di/  =  o, 

c'est-à-dire  les  deux  axes  de  coordonnées. 

489.  Aux  ombilics 

t  =  r, 

et  l'équation  des  lignes  de  courbure  est  indéterminée.  Cela  ne 
veut  pas  dire  que  toute  ligne  qui  passe  en  un  ombilic  est 
une  ligne  de  courbure,  mais  seulement  qu'il  y  a,  en  un  tel 
point,  plus  de  deux  lignes  de  courbure.  Il  peut  n'y  en  avoir 
que  trois,  comme  l'a  démontré^  M.  Darboux. 

Le  fait  que  l'équation  des  lignes  de  courbure  est  indé- 
terminée aux  ombilics  permet  de  former  aisément  deux 
équations  qui,  jointes  à  celle  de  la  surface,  détermineront  les 
ombilics;  ces  points  sont  donc  en  nombre  limité.  Il  suffit 
pour  les  trouver  d'annuler  les  trois  coefficients  des  différen- 
tielles dans  l'équation  (31).  On  trouve  ainsi  trois  équations 
qui  se  réduisent  à  deux 

r  s  t  ^32^ 


1  +  p2        pq        1  _|_  q 

490.  Posons  encore  la  question  de  savoir  s'il  existe  des 
surfaces  dont  tous  les  points  soient  des  ombilics,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  dont  toutes  les  lignes  soient  lignes  de  cour- 
bure. Il  faut  pour  cela  que  les  équations  (32)  soient  identi- 
quement vérifiées.  Voici  comment  Serret,  dans  son  Coitrs  de 
calcul  différentiel,  a  obtenu  l'équation  de  la  surface  :  les 
cosinus  directeurs  A,  B,  C  de  la  normale  en  un  poinl  sont 
donnés  par  les  formules 

A-.         -i'        -,     B^     .       -^        .,      C  = 


Vi  +  p'  +  q'  Vi  +  P'  +  q'  \/i  +  p-  +  r 

et  les  équations  (32)  expi'iment  que 


^^  '         ^.v  '         cl,/'         ^y 

i   Lerons  çjénéi'ales  sur  la  /licorie  i/en  f<iif/'uces,  t.  IV,  note  vu. 
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Donc  A  ne  dépend  que  de  x,  B  de  y  et,  comme  leurs  déri- 
vées sont  égales,  elles  ne  peuvent  avoir  qu'une  valeur  cons- 

1  .     . 

tante  -•  On  a  ainsi 
a 

A ^     ^0        j^  __  y     .Vo. 

o  a 

On  en  déduit 


c 


V 


b- 


Or 


Donc 


A  B 


dz  =  pdx  -\-  qdy  ^= p=  ^ 


\Ja^  —  {œ  —  œ^Y  —  [V  —  Vo? 
et  enfin 


z  —  2-,  =  v'^-^  _  (^  _  cr^^y^  —  {y  —  y^)\ 
Cette  dernière  équation,  rendue  rationnelle, 

{x  —  xX^[y  —  yo)-^-[^  —  ^o)''  =  ^'''^ 

est  l'équation  générale  des  sphères.  La  sphère  (et  comme  cas 
particulier,  le  plan)  est  donc  la  seule  surface  dont  toutes  les 
lignes  sont  lignes  de  courbure. 

491.  Les  lignes  de  courbure  étant  tangentes  aux  sections 
principales,  l'équation  (31)  est,  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 
celle  qui  fait  connaître  les  directions  des  tangentes  aux  sec- 
tions principales.  Mais  il  importe  de  remarquer  que  le  rayon 
de  courbure  d'une  ligne  de  courbure  ne  coïncide  nullemeul 
avec  la  normale  à  la  surface.  Ainsi,  dans  les  surfaces  de  révo- 
lution, les  lignes  de  courbure  en  un  point  M  sont  le  méridien 
et  le  parallèle,  vu  que  les  normalies  ayant  ces  lignes  pour 
directrices  sont  respectivemenl  un  plan  et  un  cône  ;  or  le 
centre  d'une  parallèle  n'est  pas  situé  sur  la  normale  MN  a 
la  surface. 
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Ajoutons  qu'en  un  point  iVI  d'une  surface  de  révolution, 
les  plans  des  sections  principales  sont  le  plan  méridien  et 
le  plan  mené  par  la  normale  MN  et  la  tangente  au  parallè'e. 
Par  suite  le  centre  de  courbure  du  méridien  est  l'un  des 
centres  de  courbure  principaux;  quant  à  l'autre,  il  doit, 
d'après  le  théorème  de  Meusnier,  se  projeter  sur  le  plan  du 
parallèle  au  centre  tnânie  de  ce  cercle  ;  c'est  donc  le  point 
où  la  normale  MN  rencontre  l'axe  de  la  surface  ^e  révo- 
lution . 

492.  Vu  l'importance  des  lignes  de  courbure,  nous  allons 
écrire  leur  équation  différentielle  avec  des  coordonnées  cur- 
vilignes u,  V  quelconques. 

Conservant  les  notations  des  paragraphes  473  et  474,  nous 
aurons  pour  équation  de  deux  normales  infmiment  voisines 

X     .       -       .      -      -      ,, 

7  ^  ^  ~ 

6  +  d(i. 


Y 

13 

1  — 

Z  — 

C 

—  = 

(l, 

Y- 

-  y  — 

dy 

A 

X  —  ./■  —  (Lr Y  —  y  —  dy Z  —  z  —  dz 

A  +  dK      ^      B  +  rfB      ^      C  -f-c^C 


S'il  existe  un  point  X,  Y,  Z  commun  aux  deux  normales, 
on  obtiendra,  en  égalant  les  valeurs  de  ces  coordonnées  tirées 
des  deux  groupes  d'équations  précédents,  les  égalités 

dx  -\-  (idk  -f  Af/0  =  o     1 

dy  H-  6rfB  +  Bf/0  =  o      ,  (33) 

dz  -|-  MC  +  Crfe  =  o     ) 

qui,  par  l'élimination  de  0  et  de  r/fj,  donnent  la  condition 
cherchée 

dx  dk         A     I 

dy  f?B         B       =0.  (34) 

dz  dC         C     I 

11  suffira  de  remplacer  d.r  par  '-  du  -h  —  dv,  dX  par 
—  f/u  -h  —  dv,  etc.,  pour  avoir  l'équaliou  du  second  degré 
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en  dii^  di\  dont  l'intégration  fera  connaître  les  lignes  de  cour- 
bure cherchées.  Cette  équation  se  décomposera  en  deux 


du 
dv 

=  /"i  (m,  v), 

du 

dv 

=  A  («,  y)- 

Chacune  de  ces  équations  donnera  par  intégration,  comme 
on  le  verra  dans  le  second  volume,  une  équation  telle  que 

Fiu,  V^  1)  =  G, 

A  étant  un  paramètre  variable,  et  cette  équation,  jointe  aux 
équations  (1),  définira  une  famille  de  lignes  de  courbure 
tracées  sur  (S). 

492.  Equation  aux  rayons  de  courbures  principaux.  — 
Soit  R  l'un  de  ces  deux  rayons.  On  a 


R  =  n/(X  -  xy  +  (Y  -  yr  +  (^  -  ^^y  =  ^  S/A^  +  B^  +  C^, 
or  les  équations  (33)  développées  peuvent  s'écrire 


OU  oui  \ôV  ov  I 


Eliminons  entre  ces  équations  du^  di\  dO  et  remplaçons  G 
par  sa  valeur  — -  ^  nous  obtenons  l'équation  du 


v/A-^  +  B->'  +  C^ 


second  degré 


t)a? 


R 


i)A      '^œ 


R 


:)A 


^y  R  ^B     ^y  R  ^B 

^^^     VA^+B^-fC^^w'    ^y      s/A^+B2-fC2^^' 
^^  R  ^C     ^  ,  ___R___^ 


(35) 
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:0o 


Pour  retrouver  l'équation  (25)  il  suffira  dans  cette  équa- 
tion de  faire 


u 

=  a;,         u  =  y, 

=  0,               ^=   0 

ou 

1 

^-4 

3î;  - 

A  =  —  p, 

B=-^, 

c  = 

+  1, 

DA 

;)B_ 

Dm 

DG 

=  0, 

DA 

37  =  -^' 

DB 

DC 

Dv 

=  0. 

On  trouve  ainsi 

Rr 

Rs 

p 

Rs 

s/i+y^  + 

r/^ 

Vl+y^  +  î' 

Vi+y^-l- 

f 

P, 

^. 

—  1 

g;  (36) 


c'est  l'équation  (25). 

493.  Comme  première  application,  nous  chercherons  les 
lignes  de  courbure  des,  surfaces  de  révolution.  Nous  suppose- 
rons que  l'axe  de  la  surface  ait  été  pris  pour  axe  des  z\  son 
équation  sera  alors 

Le  plan  tangent  en  un  point  ayant  pour  équation 

(X  -  X)  %x  -f-  (Y  _  y)  2^  _  (Z  -  z)  ^'{z)  =  o, 
on  aura 


A  ^  2..;,  B  =  2y,  G  = 

dA  =:  Mx,        dB  =z  My,        dC  = 

L'équation  (34)  est  donc  ici 


(Jy,  2?/,  ^dy 

dz,         -o'{z),        -^"iz)dz 


dz. 


=  o. 
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OU 

[:2  +  tp"(^)]  [ydœ  —  .cdy)  dz  ■=  o. 


Le  second  facteur  égalé  à  zéro  donne  les  méridiens 


'(/  —  C./'  =  o  ; 

le  troisième,  d'où  Ton  tire  z  =  C,  correspond  aux  parallèles. 
Enfin  de 

on  déduit 

<u'{z)  +  2^  =  C", 

et  l'équation  de  la  surface  de  révolution 

représente  une  sphère  sur  laquelle  les  lignes  de  courbure  sont 
indéterminées;  on  retrouve  ainsi  un  résultat  démontré  d'une 
manière  générale,  n"  490. 

494.  Gomme  seconde  application,  nous  chercherons 
encore  les  ligne.'<  de  courbure  des.  surfaces  développables . 

Une  telle  surface  s'obtient  par  l'élimination  du  paramètre  u 
entre  les  deux  équations  (n"  427) 


X  =  az  +  a       ) 

y  =  t..  +  \i  r  (^') 


dans  lesquelles  a,  a,  ô,  i3  désignent  des  fonctions  de  u  ; 
soient  a\  a',  b\  (i',  leurs  dérivées^  par  rapport  à  u  ;  on  a  de 
plus,  par  hypothèse,  entre  ces  quantités,  la  relation 

a'[i'  —  i'a  =  o.  .  (39) 
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En  posant  z  =  t\  on  anra 
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ou  eu  ' 


^  =  ^' 


ov 


^u 


o. 


=  1, 


A  =  è'^  +  p',        13  =  — (a'^  +  a'),      C  =  (éa'  — «6')  ^4-6a' —  «ri'. 
Mais  de  Tëquation  (39),  on  lire 


— ,  =3  V"/  =  ?^i         ^^  élant  une  fonction  de  u  ; 
a        à 


D'où 


A  =  è' (^  -f-  )0i       B  =  —  a'  (^  +  X),        C  =  (è«'  —  ab')  (z  -f  /,; 

—  o  ,  -^;—  z=.  ba  —  ab  . 


^  =  ^' 


t'y 


c'y 


Si   Ton  porte  ces  valeurs  dans  l'équation   (34),   on  verra 
que  le  coefficient  de  ^/y-,  c'est-à-dire  le  déterminant, 

a,         b'  [z  -\-  Xj,  b' 

è ,         —  a'  [z  -1-  X) ,  —  a 

1,  [ba  —  ab')  [z  +  X),  ha  —  ah' 

a  deux  colonnes  proportionnelles  ;  il  est  donc  nul,  el  l"<'(|na- 
tion  (34)  développée  est  de  la  forme 

Mc//<2  _|_  ^dudv  =  u  ; 
on  aperçoit  immédiatement  une  soliilion 

du  =  o, 

u  =  C'«  ; 

ce  sont  les  génératrices  recti lignes  de  la  surface  développable. 
Ln  seconde  famille  de  lignes  de  courbure  serait  donnée  par 
l'intégration  de  l'équalion 

M(//'  +  Nf/y  =  o, 

qui   ne   peut   pas  être  elleclnée   en    gén('r;il. 
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495.  On  peut  enfin,  par  les  mêmes  formules,  trouver  les 
lignes  de  courbure  de  V ellipsoïde . 

A  cet  effet  nous  poserons 

„  (m  —  a")  [v  —  al      i 


x^  ■=^  a 


=  c 


r  (a) 

il 
r 

2     (^  —  ï) 


avec 


r'  (ï)  I 

/•f;)=(H-a)(E-p)(^-Y) 


Ces  valeurs  de  ^,  ?/,  s  vérifieront  bien  l'équation  de  l'ellip- 
soïde, à  cause  des  identités  connues 

H-  7^^ :J7^^ TT  H-  /..   _  ^^  i..  __,  .^  =  «' 


(oc  -  p)  (a  _  y)  ^  (B  -  a)  ([i  -  y)  ^  (y  _  a)  (y  -  p) 


'    '    ■ =  o. 


(oc  _  p)  (a  -  y)  ^^  (p  -  a)  (^  _  y)  ^  (y  -  a)  (y  -  p) 
«2  p2  ^2 

(«-P)  (a -y)  +  (P  -  «)  (P  -  y)  "^  (y  -  ^)  (y  -  P)  ""  ^* 

Il  sera  alors  facile  de  calculer  ^'  ^)  ^j  etc.  ;  on  trouvera 

;)«    ^1)  ^« 

ainsi  pour  les  lignes  de  courbure,  par  un  calcul  un  peu  long, 

mais  sans  difficulté,  une  équation  de  la  forme 

^dudv  =:  0, 

dans  laquelle  M  est  une  quantité  essentiellement  différente- 
de  zéro. 

Les  lignes  de  courbure  auront  donc  pour  équations,  soit 

u  =  (?% 
soit 
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Leurs  projections  sur  les  plans  de  coordonnées,  obtenues 
en  éliminant  le  paramètre  variable  [v  ou  u)  entre  deux  des 
équations  (41),  seront  des  coniques  ayant  pour  axe  respecti- 
vement ceux  des  ellipses  principales  de  l'ellipsoïde. 

^96.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  intéressante  inter- 
prétation géométrique  ;  pour  l'exposer  rapidement,  nous  rem- 
placerons dans  l'ellipsoïde  a-,  b~,  c-  par  a  —  w,  ^  ■ —  iv, 
Y  —  u).  L'ellipsoïde  a  ainsi  pour  équation 

r{x,  y,  z)  =  -^-—  -h  ;r^^  H-  -^^  -1=0,  (42) 

et  les  formules  (41)  contiennent  n,  t\  w  symétriquement. 
Les  coordonnées  de  la  ligne  de  courbure  ti  =  G'"  véri- 
fieront donc  aussi  l'équation 


^S  —  w^  Y— ;f  ~     ' 


c'est-à-dire  que  cette  ligne  de  courbure  sera  l'intersection  de 
l'ellipsoïde  donné  et  de  la  quadrique  homofocale 

2  2  2 

g  (.V,  y,  z)  ~  -^—-  +  -^^—  4-  -^ —  —  1  =  0.  (43) 
On  sait  que  l'équation 


^a  7/2  ~.i 

— —  -l-  -^ —  +  ^^—  =  1  (44) 

représente  une  famille  de  quadriques  dont  les  sections  prin- 
cipales ont  les  mêmes  foyers;  suivant  (jue  X  est  intrrieur, 
supih'ieur  aux  quantités  a,  [3,  y,  <ui  compris  entre  les  extrêmes, 
l'équation  rejnv^seiitei'a  un  ellipsoïde  l'écl,  un  ellipsoïde  iinii- 
ginaire,  ou  un  des  deux  hypei'boloïdes. 

R(^stanl -dans  1(>  domaine  r('el,  nous  voyons  (jue  les  lignes 
de  courbnre  {\'\\\\  s\slèine  snr  li^ilipsoïde  pi'oviennent  de 
l'intersection  de  celli'  snri'ace  avec  les  liy[)ei'bi)loïdes  liomo- 
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focaux  à  une  nappe  ;  le  second  système  des  lignes  de  courbure 
proviendra  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

Chacune  de  ces  surfaces  est  coupée  orthogonalement  par 
les  autres,  c'est-à-dire  qu'en  chaque  point  de  l'intersection 


on  a 


ou 


:^cc  :>j;  "•"  h/  :^y  ~^  :^^  ^^  ~   ' 


(a  —  u)  (a  -    ir)  '^  {^  —  u)  {f,  —  w)  ~^  (y  —  u)  (y  —  to)  ^  ^  ' 

en  effet  cette  dernière  équation  résulte  de  la  soustraction  des 
équations  (42)  et  (43). 

L'équation  (44)  est  du  troisième  degré  en  a,  c'est-à-dire 
que,  par  chaque  point  de  l'espace,  il  passe  trois  des  qua- 
driques  de  la  famille.  Voilà  donc  des  surfaces  telles  que,  par 
chaque  point  de  l'espace,  il  en  passe  trois  ;  ces  surfaces  se 
coupent  orthogonalement  et  forment  ce  qu'on  appelle  un 
système  triplement  orthogonal.  Leurs  intersections  mutuelles 
sont  lignes  de  courbure  sur  les  surfaces  auxquelles  elles 
appartiennent.  C'est  un  cas  particulier  d'un  célèbre  théorème, 
dû  à  Dupin,  et  que  nous  allons  établir. 

Théorème  de  Dupiii 
sur  les  SYstènies  ti'ipleiiieiil   orthogonaux 

497.  Trois  familles  de  surfaces,  deux  à  deux  orthogonales, 
se  coupent  mutuellement  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

Les  familles  de  surfaces  dépendent  chacune  d'un  para- 
mètre qui  reste  constant  sur  une  surface  déterminée  ;  soient 
?<,  v\  iL\  ces  paramètres.  Nous  supposerons  que  les  équations 
des  trois  surfaces  aient  été  résolues  par  rapport  kx,  y,  z.,  de 
sorte  que  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  s'expriment 
par  des  formules  de  la  forme 

j        ^'=/'4(«,'"i  '<'^)» 

■     2/ =  A  ("»'«'%  ^^)i 
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Si  tu,  par  exemple,  reste  constante,  ces  formules  expriment 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  (îo);  si  deux  para- 
mètres u,  t\  restent  constants,  elles  représentent  la  courbe 
d'intersection  des  surfaces  [ii)  et  [v]  ;  sur  cette  courbe,  iv 
seule  varie. 

Une  fois  posés  ces  préliminaires,  qui  s'appliquent  à  toute 
représentation  de  l'espace  en  fonction  de  trois  paramètres, 
c'est-à-dire  à  tout  système  de  coordonnées,  venons  au  théo- 
rème de  Dupin. 

Si  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  qui  se  croisent  en 
un  point  forment  un  trièdre  trirectangle,  il  en  sera  évi- 
demment de  même  des  tangentes  aux  intersections  mutuelles 
de  ces  surfaces  prises  deux  à  deux.  On  aura  donc  les  con- 
ditions 

et  deux  autres  analogues  ;  nous  écrirons,  par  une  abréviation 

facile  à  saisir, 

■^  ^.r  ^œ 

V-i   ^r   ^.' 

^  ?.r  ^,r 

^   1>IC  ^If 

Dérivons  chacune  de  ces  équations  par  rapport  à  la  variable 
qui  n'y  entre  pas;  nous  obtiendrons  trois  équations,  telles 
que 

Additionnant  ces  trois  ('([uaiions,  et  retranchant  chacune 
de  la  somme,  nous  trouvons 


(46) 


V    '••'■    •••''  '  /«M 


V 

s 

V 

y^.r 
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Eliminons 


'dx    3y    'dz 


par  exemple,  entre  la  dernière  équa- 
i)w  H^iv  ^w  ^ 

tion  du  système  (46)  et  les  deux  dernières  équations  du  sys- 
tème (45)  ;  nous  trouvons 


L^X 

^ 

dz 

'du 

du 

du 

dv 

dz 

dv 

^% 

^v 

d-'z 

'dudv 

dudv 

dudv 

o. 


Cette  condition  exprime  (n°  475)  que  les  surfaces  [ii]  et 
(v)  de'coupent  sur  la  surface  (iv)  un  re'seau  conjugué;  or  ce 
réseau  est  déjà  orthogonal  en  vertu  des  hypothèses  ;  c'est 
donc  le  réseau  des  lignes  de  courbure. 

M.  Darboux  a  complété  ainsi  le  théorème  de  Dupin  : 
lorsquon  a  deux  familles  de  surfaaes  se  coupant  mutuelle- 
ment à  angle  droite  et  suivant  des  lignes  de  courbure  com- 
munes^ il  existe  nécessairement  une  troisième  famille  de 
surfaces  qui  forme  avec  les  deux  jjremières  un  système  triple 
orthogonal. 

La  démonstration  résulte  immédiatement  du  théorème 
suivant,  que  nous  nous  bornerons  à  énoncer,  et  qui  géné- 
ralise un  théorème,  démontré  au  n°  460,  sur  les  congruences 
rectilignes  : 

Les  surfaces  d'une  congruence  quelconciue^  qui  sont  assu- 
jetties à  contenir  une  courbe  de  cette  congruence .,  et  à  admettre 
en  un  de  ses  points  M  la  tangente  MT  comme  direction  prin- 
cipale^ forment  deux  séries  distinctes  et  sont  tangentes  à 
deux  plans  différents  passant  par  la  droite  MT  ;  réciproque- 
ment., toute  surface  de  la  congruence .,  tangente  en  M  à  un 
de  ces  deux  plans,  satisfait  à  la  condition  proposée.  Pour 
que  les  courbes  de  la  congruence  admettent  des  surfaces 
trajectoires  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
plans  précédents  soient  toujours  rectangulaires. 

■^Dîi.  GoROLLAiHE.  —  La  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciprroques  conserve  les  lignes  de  courbure.  —  En  effet 
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complétons  un  système  triplement  orthogonal  qui  comprenne 
la  surface  (S),  en  adjoignant  à  ces  surfaces  les  surfaces 
parallèles;  ce  qui  fait  une  première  famille,  el  les  normalies 
développables  le  long  des  lignes  de  courbure,  ce  qui  cons- 
titue les  deux  autres  familles.  Dans  l'inversion,  ce  système 
se  transforme  en  un  autre  système  triplement  orthogonal,  el 
les  intersections  mutuelles  des  surfaces  restent  lignes  de  cour- 
bure, en  vertu  du  the'orème  de  Dupin. 


Formules  d'Oliiide  Kodricjues 


^ 


^99.  Ces  formules  résultent  immédiatement  des  égali- 
tés (33).  Supposons,  en  effet,  que,  dans  les  équations  de  la 
normale.  A,  B,  C,  au  lieu  de  représenter  des  quantités  pro- 
portionnelles aux  cosinus  directeurs  de  la  normale,  désignent 
ces  cosinus  eux-mêmes,  c'est-à-dire  que 

A2  4-  B2  -f-  CJ  =  1, 
ou 

ArfA-f-BrfB  -^CdC  =  o; 

on  a  alors  (n"  492) 

De  plus,  en  multipliant  les  équations  (33)  respectivemeni 
par  A,  B,  C  et  ajoutant,  on  trouve 

(A2  4-  B2  _^  (;2)  f/3  ^_  Q^ 

parce  que,  à  cause  de  la  perpendicularit  '  de  la  normale  et  do 
l'élément  r/r,  dy^  dz^  on  a 

Pi.dx  -\-  y^dy  -f-  Cdz  =  o. 

Donc,  en  excluant  les  snrfaces  imaginaires  qui  satisferont 
à  la  condition 

A2  -^  B2  +  C^  ^,  „, 
on  Ironve 

dfi  =:  d\\  =  o, 

CALCUL    LNKINITKSIMAL.  33 
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et  les  formules  (33)  se  réduisent  à 

dx  -f-  Rt?A  =  o 

dy  ^  RrfB  =  0     !••  (47) 

dz  -f-  Rû?C  =  o     ) 

Ce  sont  les  formules  crOlinde  Rodrigues.  Elles  supposent 
qu'on  a  fixé  un  sens  sur  la  normale  et  que  R  est  positif  ou 
négatif. 

On  peut  donner  de  ces  formules  la  démonstration  intuitive 
qui  suit.  Soit  MM'  un  arc  infiniment  petit  d'une  ligne  de 
courbure;  les  normales  à  la  surface  aux  points  M  et  M' 
se  coupent  (n*"  487)  en  un  point  0  qui  est  le  centre  de 
courbure  de  la  section  normale  en  M,  et  l'on  a  sensible- 
ment MO  =  M'O  =  R. 

Si  A,  B,  C  désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male MO,  et  A  +  f/A,  B  +  f/B,  G  +  r/C,  ceux  de  M'O,  on 
aura,  en  projetant  le  contour  fermé  OMM'O  sur  les  trois 
axes 

pr.  OM  +  pr.  MM'  +  pr.  M'O  =  o  ; 

par  exemple  sur  Çix 

OM  X  A  -j-  fte  -f  M'O  (A  +  dk)  =  0, 
ou 

—  R  X  A  4-  ffe  +  R  (A  +  dk)  =z  o, 
ou  enfin 

dœ  -|-  Rdk  =  0. 

Lignes  de  eoin'biire  coiiiiniines  à  deux  surfaces 

500.  Les  formules  d'O.  Rodrigues  fournissent  une  démons- 
traiion  aisée  d'un  beau  théorème  de  Joachimstahl  :  Deux 
surfaces  qui  ont  une  ligne  de  courbure  commune  se  coupent 
en  tous  les  points  de  cette  ligne  suivant  le  mêrne  angle. 

Soit  un  élément  ds  de  la  ligne  commune,  dont  les  projec- 
tions sur  les  axes  sont  dx,  dy,  dz\  appelons  R  et  Rj  les 
rayons  de  courbure  principaux  correspondants  dans  les  deux 
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surfaces,  el  A,  B,  C,  Aj,  Bj,  Gj,  leurs  cosinus  directeurs.  On 
aura  par  les  formules  d'O.  Rodrigues 

>lx  -f  Rc^A  =  0,  dy  +  Kcm  =  o,  ch  -\-  RrfC  =  o, 

<lx  -j-  R<o?A^  =  o,         dy  -f-  R,f/B^  i=  o,         dz  -j-  R,cC^  =  o; 

multiplions  les  égalités  de  la  première  ligne  respectivement 
|)ar  RjAj,  R^Bi,  RiG|,  membre  à  membre,  celles  de  la  seconde 
par  RA,  RB,  RC,  et  ajoutons.  Si  Ton  remarque  que  la  per- 
pendicularité  des  rayons  de  courbure  aux  lignes  de  cour- 
bure entraîne  les  égalités 

k^dx  -j-  ^\dy  -f  C,o^3-  -r  o, 
hdx  -\-  Bdy  -\-  Cdz  =  o, 
on  trouve 

AdA^  +  Bc^B,  +  C^C,  +  ^^dA  +  B,dA  +  C^dC  =  o, 

ou 

c^(AA,  +  BB,  +  ce,)  =  0. 
Donc 

AA,  _|_  BB,  +  ce,  =  0\ 

c'est-à-dire  que  les  normales  aux  deux  sui-faces  font  entre 
elles  un  angle  constant. 

50I.  O  théorème  résulle  immédiatement  de  la  théorie 
des  développées.  Nous  avons  en  effet  démontré  (n"  447)  que 
les  normales  d'une  courbe  L  qui  enveloppent  deux  dévelop- 
pées différentes  se  coupent  sur  L,  suivant  un  angle  constant  ; 
celle  propriét(''  s'applique  évidemment  aux  normales  consi- 
dérées dans  le  paragraphe  précédent,  qui,  en  vertu  même  de 
leur  définition,  enveloppent  une  développée  de  L. 

R('ciproquement,  si  deux  .surfaces  (S)  et  (S')  se  coupent 
suivant  an  angle  constant  le  long  (Tune  courbe  Ij.,  et  si  cette 
coarbe  est  ligne  de  courba re  pour  (S),  elle  est  aussi  ligne  de 
courbure  pour  (S').  En  elfet,  par  hypothèse,  les  normales  de 
(S)  enveloppent  une  di'veloppt'e  de  L;  les  normales  de  (S') 
le  long  de  L,  faisant  un  angle  constant  avec  les  précédentes, 
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enveloppent  aussi  une   développée    de   L,  et,    puisqu'elles 
forment    une   développable,    L   est   une    ligne   de   courbure 

de  (S'). 

502.  Par  exemple,  si  un  plan  ou  une  sphère  coupent 
une  surface  suivant  un  angle  constant,  l'intersection  est  une 
ligne  de  courbure  de  cette  surface.  Car  toutes  les  courbes 
tracées  sur  un  plan  ou  sur  une  sphère  sont  des  lignes  de 
courbure  du  plan  ou  de  la  sphère. 


Surfaces-enveloppes  de  sphèe*es.  Cyelides 

503.  Parmi  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes,  nous 
considérerons  en  particulier  celles  (S)  pour  lesquelles  un  des 
systèmes  de  lignes  de  courbure  est  formé  de  circonférences. 
Dans  ce  cas,  les  normales  à  la  surface  le  long  d'une  des 
lignes  de  courbure  circulaires  vont  rencontrer  l'axe  de  cette 
circonférence  en  un  même  point  0,  et  la  sphère  qui  passe 
par  la  circonférence  et  qui  a  pour  centre  0  touche  la  sur- 
face (S)  le  long  de  cette  circonférence.  (S)  est  donc  une  enve- 
loppe de  sphères. 

Réciproquement  toute  enveloppe  de  sphères  à  un  para- 
mètre a  un  système  de  lignes  de  courbure  circulaires.  En 
effet  la  caractéristique  d'une  de  ces  sphères  est  évidemment 
une  circonférence  ;  les  normales  à  la  surface  le  long  de  cette 
circonférence  sont  les  rayons  de  la  sphère  et,  par  suite,  font 
un  angle  constant  avec  le  plan  de  la  circonférence,  et  comme 
celle-ci  est  ligne  de  courbure  sur  la  sphère,  elle  est  aussi 
ligne  de  courbure  sur  la  surface-enveloppe. 

504.  Dupin  a  appelé  cyelides  les  surfaces  dont  les  lignes 
de  courbure  sont  circulaires  dans  les  deux  systèmes.  D'après 
ce  qui  précède,  ces  surfaces  sont  de  deux  manières  enve- 
loppes de  sphères  ;  leurs  normales  rencontrent  deux  courbes, 
auxquelles  se  réduisent  les  deux  nappes  de  la  surface  des 
cenli'es  <le  courbure. 
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En  un  point  d'une  de  ces  courbes,  centre  d'une  sphère 
enveloppée,  les  normales  qui  y  passent  forment  un  cône  de 
révolution  ;  ces  normales  rencontrent  la  deuxième  courbe, 
qui  est  ainsi  située  sur  un  cône  de  révolution  et,  de  même, 
sur  une  infinité  de  cônes  de  révolution  ayant  leurs  som- 
mets sur  l'autre  courbe.  On  reconnaît  le  système  de  deux 
coniques  focales,  dont  chacune  est  le  lieu  des  sommets  des 
cônes  de  révolution  qui  passent  par  l'autre.  Les  génératrices 
de  ces  cônes  constituent  la  congruence  des  normales  à  une 
famille  de  cyclides  parallèles. 

On  peut  ici  faire  une  application  du  théorème  que  nous 
avons  démontré  (n°  461)  relativement  aux  congruences  de 
normales.  Les  deux  plans  focaux  sont  en  elTet  les  plans  tan- 
gents aux  deux  développables  réduites  aux  cônes,  dont  les 
sommets  S  et  S^  sont  sur  les  coniques  focales  ;  or  c'est  une 
propriété  bien  connue  de  ces  coniques  que  l'axe  du  cône  de 
révolution  de  sommet  S  est  précisément  tangent  à  la  conique 
qui  renferme  ce  sommet.  Le  plan  tangent  au  cône  S|  passe 
donc  par  l'axe  du  cône  S  et  est  perpendiculaire  au  second 
plan  tangent.  Les  droites  SSj  sont  donc  bien  normales  à  une 
surface. 

505.  Considérons  trois  sphères  qui  ont  leurs  centres  sur 
la  première  conique;  une  sphère  quelconque  de  la  seconde 
série  touche  les  trois  premières  aux  points  oi^i  sa  caractéris- 
tique touche  les  caractéristiques  de  ces  trois  sphères.  La 
cyclide  peut  donc  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une 
sphère  tangente  à  trois  sphères  données. 

Soient  C,  G',  G"  les  centres  de  ces  trois  sphères;  faisons 
de  hi  tigure  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  le  pôle  d'inversion  sur  la  circonférence 
qui  passe  pai'i^l.  G',  G".  Les  trois  sphères  transformées  auront 
leurs  centres  en  ligne  droite;  la  surface  nouvelle  sera  l'enve- 
loppe d'une  s[)hère  tangente  au.v  trois  sphères  précédentes, 
elle  admettra  évidemment  la  ligne  des  centres  GG'G"  comme 
axe  de  symélric.  La  cai-acléi-isliciue  de  la  sphère  enveloppée 
sei-a  une  ci reonlV' renée  F  ddut  les  points  de  conlact  avec  les 
sphères  lixcs  snnl  dans  le  |)lan  de  l'axe,  (>l   la  siii'l'ace-cnve- 
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loppe  sera  un  tore  engendré  par  la  révolution  de  V  autour 
de  l'axe.  Dans  cette  transformation,  les  plans  des  lignes  de 
courbures  circulaires  se  transformeront  en  sphères  ;  mais, 
comme  les  angles  se  conservent  dans  l'inversion,  ces  sphères 
couperont  le  tore  suivant  un  angle  constant  le  long  d'une 
circonférence  transformée,  et  cette  circonférence  sera  encore 
une  ligne  de  courbure  du  tore.  Il  était  d'ailleurs  évident  que 
les  lignes  de  courbure  du  tore  étaient,  d'une  part,  les  paral- 
lèles, d'autre  part  les  circonférences  méridiennes.  Les  cyclides 
de  Dupin  sont  donc  les  inverses  du  tore  (Mannheim). 

506.  Il  est  à  remarquer  que,  dans  le  tore,  les  sphères  qui 
ont  pour  caractéristiques  les  circonférences  méridiennes  sont 
toutes  égales.  Le  tore  est  donc  une  mirface-canal  :  on  appelle 
ainsi  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant  dont  le  centre 
décrit  une  courbe  quelconque.  Il  est  évident  que,  dans  ce 
cas,  la  caractéristique  de  la  sphère  enveloppée  est  un  grand 
cercle  normal  au  lieu  des  centres. 


Représentation  sphéi'ique  de  Gauss 

507.  Nous  allons  maintenant  étudier  l'important  mode 
de  correspondance  des  surfaces  dû  à  Gauss  et  connu  sous  le 
nom  de  représentation  sphérique. 

Fixons  sur  la  normale  en  M  à  la  surface  (S)  un  sens,  et 
par  le  centre  0  d'une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  menons 
une  parallèle  à  cette  normale  dans  le  sens  fixé.  Cette  paral- 
lèle perce  la  sphère  en  un  point  m  qu'on  appelle  Yimage 
sphérique  ou  la  représentation  sphérique  du  point  M. 

Si  le  point  M  parcourt  une  ligne  sur  (S),  son  image  m  par- 
court sur  la  sphère  une  ligne,  image  de  la  première.  Les 
plans  tangents  aux  points  correspondants  étant  évidemment 
parallèles,  les  tangentes  conjuguées  des  tangentes  à  une  ligne 
et  à  son  image  sont  parallèles  ;  en  d'autres  termes,  l'image 
(/)  d'une  ligne  (L)  fait  avec  (L)  un  angle  complémentaire  de 
celui  que  (L)  fait  avec  sa  conjuguée. 
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Par  exemple  à  la  tangente  d'une  ligne  asymptotique  (ligne 
tangente  à  une  asymptote  d'une  indicatrice)  correspond  une 
droite  perpendiculaire.  Nous  utiliserons  plus  loin  cette  pro- 
priété. 

A  une  tangente  principale  correspond  sur  la  sphère  une 
tangente  parallèle.  Les  formules  d'O.  Rodrigaes  ne  font 
qu'exprimer  cette  propriété  :  en  effet  les  coordonnées  du 
point  m  sont  évidemment  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  M.  Exprimons  que  les  déplacements  de  M  et  de  m  sont 
parallèles  ;  nous  obtenons  les  conditions 

dx  dy  dz 

dk^dÊ^  dC' 

qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (47),  dont  on  a  éliminé  R. 

508.  La  représentcitioH  sphérique  crime  ligne  de  courbure 
plane  L  est  une  circonférence  ;  car  les  normales  à  la  surface 
le  long  de  L  font  un  angle  constant  avec  le  plan  de  L  (n"  502), 
et  les  parallèles  à  ces  normales  menées  par  le  centre  de  la 
sphère  sont  les  génératrices  d'un  cône  de  révolution  qui 
coupe   la   sphère    suivant   une  circonférence. 

Réciproquement,  si  la  représentation  sphérique  d'une  ligne 
de  courbure  L  est  une  circonférence,  la  ligne  de  courbure 
est  plane  ;  en  effet  les  tangentes  de  L,  étant  parallèles  à  celles 
de  la  représentation  sphérique,  sont  parallèles  à  un  plan, 
et  L  est  une  courbe  plane. 


Lignes  asyinptotiques 

509.  On  appelle  lignes  asgniptotiques  d'une  surface 
celles  qui  ont  en  chaque  point  pour  tangente  une  des 
asymptotes  de  l'indicatrice!  Le  paragraphe  précédent  permet 
d'obtenir  immédiatement  leur  équation  différentielle;  en 
effet,  exprimons  qu'elles  sont,  en  chaque  point,  perpendicu- 
laires à  leur  image.  Nous  obtenon  ^  l'équation  cherchée 

dxdk  +  dl|d\^  +  dzdC.  =  G,  (48) 
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dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dx  par 


///  ))ar 


r—  au  -\-  r—  av. 
eu  ÔV 

:—  chf  4-  -^  dv,  etc. 

du  dv 

Dans   le    cas   particulier  où  les  variables    indépendantes 
sont  u  =  X  et  v  =  //,  l'équation  précédente  devient 

dpâj-  -\-  dqdy  =  o,  (49) 

ou 

rdx'^  -\-  'isdxdy  -f-  Idy-  =  o.  (50) 

51 0.  Une  remarque  importante  s'impose  ici  :  l'équation 

(48)  subsiste  même  si  A,  B,  C  désignent  non  plus  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale,  mais  simplement  des  quantités 
proportionnelles.  En  effet  il  faut,  dans  cette  hypothèse, 
écriie  au  lieu  de  dk 

A  dA  ,    ,  ,  i 

ou     ■  .  4-  Aa. 


V^A'+B'-^  +  C^  y/A2_|_B2-|-C2  vA^+B^-hC2 

mais  les  termes,  qui  se  trouvent  ainsi  ajoutés  dans  l'équa- 
tion (48),  disparaissent,  parce  que  l'on  a  évidemment 

Mx  4-  Bf/y  +  Cdz  =  o. 

511.  Théorème.  —  Le  plan  oscillateur  d'une  ligne  asymp- 
totique  en  un  point  est  tangent  à  la  surface  en  ce  point. 
Le  plan  tangent  à  la  surface  a  pour  équation 

"A(X  — a^)  +  B(Y  — y)  +  C(Z  — ^)  =  0. 

Nous  devons  exprimer  qu'il  contient,  outre  le  point  .r,  y,  2, 

1 
les  points  x  4-  dx,  y  +  dy,    z  -f-  dz,   et  x  -\-  dx  -\-  -  d-x, 

1  1 

y  -\-  dy  -\-  -  dHj,  z  -\-  dz  -\--^  cP-z.,   ce  qui  donne  les  condi- 

fions 

kdx  +  ^dy  +  Cf?s  =  o  .         (51) 


LIGNES    TRACÉES    SUR    LES    SURFACES 


521 


et 


kd^r  +  Bf/2y  -]-  C(Pz 


L'équation  (51)  est  identiquement  vérifiée;  elle  exprime 
que  la  normale  est  perpendiculaire  à  la  tangente.  En  la 
différentiant  et  en  retranchant  (48)  du  résultat,  on  trouve 
Téquation  (52).  Le  théorème  est  donc  vérifié. 

On  voit,  de  plus,  que  l'équation  (52)  est  équivalente  à 
l'équation  (48)  ;  elle  peut  donc,  au  môme  titre  que  cette 
dernière,  être  prise  pour  équation  des  lignes  asymptotiques. 
Elle  peut  encore  s'écrire 


d^x 

d'y 

«2 

^y 

^y 

^5 

=  o. 


ou    en   remplaçant  les    différentielles    secondes    par    leurs 
valeurs 


^x 


^y_ 

'bu 

bv 


y\z 

bu 
bz 
bv 


du^  +  2 


bubv 

bx 

bu 

bx 

bv 


b^ 
bu^V 

by 

bu 

bv 


b'^Z 
bubv 

bz 
bu 

bv 


dudv 


+ 


b^x 
bv'- 
bx 
bu 

bx 
b^ 


bjy 

bv'- 

bu 

bv 


bjz 
bv^ 
b_z 

bu 

bz 


(53) 


f/y2   ;^  o. 


512.  Il  est  intéressant  de  remarquer  que  cette  équation 
prend  la  forme  simple 

^f/,,2    _|_    pji,-i   =   o, 

lorsque  le  réseau  (//,  r)  est  coiijuiiué  (V)).  Ce  résultat  s'explique 
aisément  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  pris  pour  axes  des./; 


522  CHAPITRE    XIX 

et  des  ij  les  tangentes  à  deux  courbes  du  réseau  conjugué. 
L'équation  s'écrit  alors 

Tclx'''  -)-  tdy°^  =  G, 

et  elle  exprime  que  les  tangentes  asymptotiques  coïncident 
avec  les  diagonales  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
diamètres  conjugués  de  l'indicatrice. 

513.  Dans  le  cas  des  lignes  asymptotiques,  le  théorème 
de  Meusnier  se  trouve  en  défaut.  En  effet,  l'équation  (15), 
qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  dont  le  plan 
osculateur  fait  avec  la  normale  l'angle  y,  est 

p  =  po  COS  y. 

Mais  ici  y  =  ^^  cos  y  =  o  et  p,,  =  oo,   puisque  la  section 

normale  a  pour  trace,  sur  le  plan  tangent,  une  asymptote 
de  l'indicatrice.  Le  lecteur  pourra  voir  dans  le  tome  II  des 
Leçons  sur  la  Géométrie  des  surfaces^  de  M.  Darboux, 
page  397,  comment  il  faut  procéder  dans  ce  cas. 

514.  Pour  la  section  de  (S)  par  son  plan  tangent,  co'mme 
pour  la  ligne  asymptotique,  la  formule  de  Meusnier  devient 
illusoire  ;  mais  il  existe  entre  les  rayons  de  courbure  de  ces 
deux  courbes  une  curieuse  relation  due  à  M.  Beltrami,  et 
que  nous  nous  bornerons  à  faire  connaître  sans  démons- 
tration :  le  rayon  de  courbure  de  la  section  plane  est  égal  à 
trois  fois  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  asymp- 
totique. 

Nous  donnerons  enfin  un  dernier  résultat  relatif  aux  lignes 
asymptotiques;  si  l'on  appelle  tq  la  torsion  de  la  ligne,  R  et 
R'  les  deux  rayons  de  courbures  principaux  de  (S),  on  a 


T,  =  v/-KR'(').  (54) 

■  Darboux,  Leçons,  etc.,  loco  cllato. 
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515.  Comme  application,  nous  chercherons  les  lignes 
asymptotiques  des  surfaces  réglées.  Soient 

X  =  au   -\-  ^      \ 

y  =  a,u-\-h^     .  ,  (55) 

z  =1  a.-^u  -\-  io     ! 

les  équations  de  la  génératrice  dans  lesquelles  «,  6,  «^  ..., 
sont  des  fonctions  de  la  variable  v. 

dx  :=  adu  -\-  {a' u  -f-  h')  c/f, 
dy  =  a^du  -\-  {a[u  -f-  ^O  do, 
dz  =  a^du  -\-  (a^u  -\~  b^)  dv. 

Les  différentielles  secondes  cl^x,  d~y^  d-z,  ne  renfermeront 
pas  de  termes  en  du~;  donc,  dans  l'équation  (52),  dv  sera  en 
facteur,  et  un  système  de  lignes  asymptotiques  aura  pour 
équation  v  =  G'^  Ce  sont  donc  les  génératrices  rectilignes 
de  la  surface. 

Pour  le  second  système,  on  aura  à  intégrer  une  équation 
de  la  forme 

^  =  a..2  +  pu  +  y,  (56) 

a,  i3,  Y  étant  des  fonctions  connues  de  v;  cette  équation  ne 
peut  pas  s'intégrer  en  général.  Nous  aurons  à  en  reparler 
dans  le  second  volume  (équation  de  Riccati);  mais,  pour  ne 
pas  avoir  à  revenir  sur  les  lignes  asymptotiques,  nous  don- 
nerons immédiatement,  sans  démonstration,  la  forme  géné- 
rale de  la  solution  de  cette  équation 

^C  4-  m  ,„^. 

;?L  -\-  h  ^     ■ 

dans  cette  formule,  /,  ?n,  //,  //,  sont  des  fonctions  de  v  à 
déterminer  et  ne  dépendant  (|ue  de  a,  |i,  y;  c  est  une  cons- 
tante susceptible  de  recevoir  des  valeurs  arbitraires.  Si  l'on 
remplace  //  par  sa  valeur  dans  les  équations  (55),  on  a,  en 
fonction  de  r,  les  équations  des  asymptotiques  du  second  sys- 
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tème.  Donnons  à  G  quatre  valeurs,  G|,  Go,  Go,  G4,  il  en  résul- 
tera quatre  lignes  asymptotiques  ;  pour  une  valeur  déter- 
minée de  ?;,  les  formules  (55)  donneront  le  point  de  rencontre 
de  la  génératrice  correspondante  avec  ces  asymptotiques. 
On  aura  par  exemple 

iCf  4-  »? 

et  deux  autres  formules  analogues  pour  i/i  et  z^;  de  même 
Xt,  2/9,  So'  ^31  •••  Or,  on  voit  facilement  que 


'I  '"'3 


et,  comme  ?j  a  disparu  dans  le  second  membre,  il  en  résulte 
que  les  quatres  asymptotiques  considérées  coupent  une 
génératrice  recliligne  en  quatre  points,  dont  le  rapport 
anharmonique  reste  constant,  lorsque  la  g('nératrice  décrit 
la  surface  réglée. 

Courbure  géodésiquc  :  li(|ues  (jéoclésiqiies 

516.  Il  nous  reste  à  définir  une  dernière  catégorie  de 
courbes  tracées  sur  les  surfaces  :  ce  sont  les  lignes  géodé- 
siqiies.  Quelques  considérations  préliminaires  sont  utiles. 
Nous  avons  vu  que,  pour  toutes  les  courbes  F  de  la  surface 
qui  touchent,  au  même  point  M,  une  même  droite  MT,  Taxe 
de  courbure  coupe  la  normale  en  un  même  point  0  ;  nous 
appellerons  ce  point  le  centre  r/e  courbure  normale  de  la 
courbe  F,  et  nous  appellerons  centre  de  courbure  géodésique 
ou  centre  de  courbure  tangentielle  le  point  Oj,  011  l'axe  de 
courbure  de  cette  courbe  rencontre  le  plan  tangent  en  M. 
Ge  point  Oj  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  tangent,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Meusnier  ;  car  celle  projection  est  la  section  nor- 
male du  cylindre  projetant. 

Le  rayon  de  courbure  géodésique  a  pour  valeur  absolue 
MOj,  et  son  inverse  est  la  courbure  géodési([ue. 
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517.  Nous  ne  préciserons  pas  davantage  le  signe  de  ce 
rayon  de  courbure,  parce  que  nous  nous  bornerons  au  cas 
oii  ce  rayon  est  infini,  ei  nous  appellerons  lignes  géodésirpies 
celles  dont  le  rayon  de  courbure  géodésique  est  infini,  ou,  ce 
qui  revient  au  uième,  à  cause  de  la  définition  du  centre  de 
courbure  géodésique,  celles  dont  le  plan  osculaleiir  est 
normal  à  la  surface.  Ces  courbes  doivent  leur  iinpoj'tance 
en  géométrie  à  ce  que,  sauf  des  restrictions  analogues  à 
celles  qu'on  l'encontre  dans  tous  les  problèmes  de  minimum, 
elles  sont  les  plus  cou  vis  chemins  entre  deux  quelconcjues  Je 
teints  points.  C'est  ainsi  que,  sui'  la  spbère,  les  grands 
cercles,  dont  le  plan  est  elîectivement  normal  à  la  sphère, 
sont  les  plus  courls  chemins  entre  les  deux  quelconques  de 
leurs  points,  pourvu  que  le  chemin  soit  compté  sur  le 
plus  petit  des  deux  arcs  de  grand  cercle  limités  ])ar  ces 
points. 

Soit  AB  la  ligne  hi  plus  courte  parmi  celles  que  l'on  peut 
tracer  sur  une  surface  entre  les  points  A  et  B,  et  MaM'  un 
arc  infiniment  petit  pris  à  voh3nté  sur  AB.  Désignons,  en 
outre,  par  MT  la  tangente  en  M  à  la  ligne  AB,  par  MZ  la 
normale  à  la  surface  au  point  M,  et  enfin  par  M^iM'  l'arc 
appartenant  à  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan 
ZiVIM'.  Par  hypothèse,  on  a  l'inégalité 

MaM'  —  MpM'  <  o, 

qu'on  peut  écrire,  en  appelant  c  la  corde  MM', 

MaM'  —  c       M\M' 


..:î  ,.:i 


<  o- 


La  limite  du  premier  membre,  lorsque,  M  restant  fixe, 
M' tend  vers  M,  sera  donc  négative  ou  nulle,  de  sorte  qu'on 
aura  à  la  limile 

\  1 


^4p2        24p| 


05 


p  et  Pi  étant  les  rayons  de  courbure,  en   M,  de  la  ligne  AB 
et  de  la  section  par  le  plan  normal  ZMT.  D'ailleurs,  si  0  est 
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l'angle  du  plan  oscillateur  à  la  ligne  AB,  au  point  M,  et  du 
plan  ZMT,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  p  =  Pi  cos  9. 
L'inégalité  précédente  devient  alors 

'         1  -l:  05 


CCS  2  0 

et  comme  le  premier  membre  ne  saurait  être  négatif,  on 
aura  0  =  o.  Ainsi  la  ligne  miniaia  AB  a,  en  chacun  de  ses 
points,  son  plan  osculateur  normal  à  la  surface  ;  c'est  donc 
une  ligne  géodésique. 

On  rencontre  aussi  ces  courbes  en  mécanique;  ce  sont 
les  trajectoires  d'un  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  sans  être  soumis  à  aucune  force  extérieure.  En  elfet, 
dans  ce  cas,  le  plan  osculateur  de  la  surface,  qui  contient 
toujours  la  résultante  des  forces,  contient  la  seule  force 
appliquée  au  point,  savoir  la  réaction  normale  de  la  surface. 

51U.  Cherchons,  par  exemple,  les  lignes  géodésiques  du 
cylindre  de  révolution.  Soient 

/     a?  =  R  cos^, 
)     y  =  B  sin  /, 

(     ^  =  n<^[th 

_les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  rapportées  à 
trois  axes  rectangulaires,  dont  oz  coïncidant  avec  l'axe  du 
cylindre.  Le  plan  osculateur  en  un  point 


X  —  R  ces  t  Y  —  B  sin  t  Z  —  B^  (f) 

—  B  sin  ^  B  ces  i  \W  (t) 

—  B  ces  t  —  B  sin  t  Bc&"  it) 


0, 


doit  avoir  sa  trace  sur  xot/  parallèle  au  rayon  qui   va   de 
l'origine  à  la  projection  de  M  ;  on  a  ainsi  la  condition 


o"  {t)  =  o; 
d'où 


?  (0  =  ht  +  p, 


cp 
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OU  plus  simplement,  en  prenaul  iiii   nouveau  plan  conve- 
nable des  xy  parallèle  à  l'ancien, 

o  (/)  =  M. 
Les  équations  de  la  géodesique  sont  donc 

,     ./•  =  R  cos  /, 
2/  =  Rsin/, 
'     .-  =  R///. 

On  reconnaît  les  équations  d'une  hélice  tracée  sur  le 
cylindre,  et  l'on  sait  en  effet  que  les  hélices,  provenant  de 
l'enroulement  de  droites  sur  le  cylindre,  sont  bien  les  plus 
courts  chemins  tracés  sur  le  cylindre  entre  deux  ([uelcon([ues 
de  leurs  points.  11  est  facile  ici  de  préciser  les  restrictions 
dont  nous  avons  parh'  dans  la  définition  (n°  517)  ;  il  faut 
que  l'arc  d'hélice  soit  inférieur  à  une  spire  ;  s'il  était  égal 
à  ime  spire,  le  plus  court  chemin  d'une  de  ses  extrémités  à 
l'autre  serait  évidemment  la  g('nératrice  du  cylindre  qui 
joint  ces  deux  points;  s'il  était  supérieur  à  une  spire,  il  y 
aurait  une  autre  hélice  passant  par  ses  extrémités  et  qui 
serait  le  chemin  minimum. 

519.  On  vérifierait,  de  même,  que  les  hélices  tracées 
sur  des  cylindres  quelconques  sont  les  géodésiques  de  ces 
cylindres. 

5— O.  L'exemple  des  cylindres  nous  permet  encore  de 
faire  connaître  une  particularité  qui  achèvera  de  donner  à 
ces  courbes  intéressantes  leur  véritable  physionomie.  Entre 
deux  j)oiiils  du  cylindre,  quelque  voisins  ([u'ils  soient,  i! 
y  a  toujours  une  infinit»'  de  g^'odésiqncs,  dont  une  seule, 
bien  entendu,  en  gén('ral,  est  plus  court  climiin  entre  les 
deux  points.  En  effet,  si  ;  et  y;  sont  l'ordonnc'e  et  l'abscisse 
curviligne  du  premier  jioint  M,  celles  du  seccuul,  M',  seront, 
à  volcvnté,  S'  et  •/;',  ou  ^' +  2/.-R  et  r/,  /  ('lanl  un  nombre 
entier   quelconque,    positif    ou   ni'gatif.    Si    on    déroule    le 
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cylindre  sur  un  plan,  au  point  M  correspondra  un  point  m, 
et  les  diverses  valeurs  de  k  feront  correspondre  à  M'  une 
infinité  de  points  m',  m'j,  m'.,,  ...  Les  droites  mm\  m7n\, 
mm 2^  ...,  donneront  toutes  les  hélices  passant  par  M  et 
par  M',  lorsqu'on  enroulera,  de  nouveau,  le  plan  sur  le 
cylindre. 

521.  L''équation  des  géodésiques  s'écrit  immédiatement 
en  exprimant  que  la  normale  principale  à  la  courbe,  dont 
nous  avons  donné  les  cosinus  directeurs  (n°  418),  coïncide 
avec  la  normale  à  la  surface,  dont  les  équations  ont  été 
écrites  au  n°  474.  On  trouve  ainsi 


(G) 


ce  qu'on  peut  écrire,  en  appelant  p  la  valeur  commune  de 
ces  rapports, 

d'-x  d-y        „  d^z        „ 

^=^^'        7P^"^P'        ^  =  ^P- 


d^'x 
ds^ 

ds' 

d-^z 
ds^ 

A 

B    ~ 

~    C 

Multiplions  les  deux  membres  de  ces  équations  respecti- 
vement par  -,-'    7  '  '7~'  p1  ajoutons  membre  à  membre;  il 
^       ds    ds    ds  "^  ' 


vient 


dx  d'X    ,    dii  d^ii    ,    dz  d^z  ,  .   ,      ,    t^  ,      ,    /^  7  \ 

Le  second  membre  est  nul  en  vertu  de  l'équation  de  la  sur- 
face, comme  nous  l'avons  souvent  observé  (51),  et  le  premier 

parce  qu'il  est  la  demi-dérivée  de(  —  j    +(7)   +('T.  )' 

qui  a  pour  valeur  l'unité.  Les  équations  (G)  se  réduisent 
donc  à  une  seule,  si  l'on  tient  compte  de  Féquation'de  la 
surface,  ce  qui  était  à  prévoir. 
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Il  faut  remarquer  que  les  numérateurs  des  équations  (G) 
sont  écrits  en  supposant  que  Tare  de  la  ligne  géodésique  est 
pris  pour  variable  indépendante.  On  s'affranchira  de  cette 
restriction  en  écrivant  de  préférence 


,     dx         ,     dii         ,    dz 

d  .—r  d  .  -f  d  .—r 

ds ds ds 


el  maintenant  la  variable  indépendante  peut  être  prise  arbi- 
trairement. 

Nous  retrouverons  bientôt  l'équation  des  géodésiques  sous 
une  forme  très  symétrique  et  très  condensée,  comme  appli- 
cation d'une  méthode  extrêmement  féconde,  qu'il  nous  reste 
à  faire  connaître. 

522.  La  méthode  que  nous  allons  indiquer  est  due  à 
Gauss,  qui  l'a  fait  connaître  dans  son  célèbre  Mémoire  : 
Disquisitionea  générales  circa  superficies  curvas;  elle  a  été 
illustrée  par  les  travaux  de  nombreux  géomètres,  parmi 
lesquels  il  nous  suffira  de  citer  Bonnet,  Bour,  Codazzi, 
Laguerre,  Ribaucour  et  M.  Darboux.  Avec  les  indications 
qui  suivent,  le  lecteur  reconstituera  aisément  tous  les 
calculs. 

Soient  OZ,  la  normale  à  la  surface,  OX  et  OY  les  tan- 
gentes aux  courbes  v  =  C"  et  u  =  G'^  Nous  appellerons 
a:,  y,  z,  les  coordonnées  d'un  point  M,  par  rapport  à  ce 
trièdre  T,  mobile.  Si  l'on  donne  aux  variables  indépendantes 
u  et  V  des  accroissements  infiniment  petits,  le  trièdre  T 
devient  un  trièdre  analogue  T',  d'origine  0';  M  devient  M', 
et  nous  appellerons  les  coordonnées  de  ce  nouveau  point, 
par  rapport  au  trièdre  T',  .r  -|-  dx,  g  -\-  dt/,  z  -\-  dz,  et  par 
ra|)port  au  trièdre  T,  x  -h  r/X.  y  -j-  (lY,  z  +  dZ.  Les  axes 
sont  supposés  rectangulaires,  et,  par  suite  (n"  477,  form.  Il 
et  12),  l'élément  d'arc  a  pour  expression 

C&2  =  iV-du'i  +  C^do^ 

CALCUL    LNFINITÉSI.MAL.  34 
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OU 


ds^  =  Edu^  +  Gdv\ 

Cela  posé,  le  théorème  des  pi^ojections  permet  d'écrire 

projection  OM'  =  projection  00'  +  projection  O'M', 


FiG.  44. 


et,  si  l'on  remarque  que  la  projection  de  O'M'  peut  être  rem- 
placée par  la  somme  des  projections  de  ses  projections  sur 
O'X',  O'Y'  et  O'Z',  on  établira,  sans  peine,  les  formules, 
qui  ne  sont  vraies  qu'au  second  ordre  près. 


dX.  =  Adu  -{-  dx  -\-  ^z  —  yy     \ 
dY  =  Cdv  -\-  dy  -\-  -{X  —  xz     '• 
dTj  =  dz  -\-  (ly  —  pa? 


(58) 


a,  ^,  Y,  désignent  les  cosinus  infiniment  petits   définis   par 
le  tableau  suivant 


O'X' 

O'Y' 

O'Z' 

ox 

1 

—  y 

p 

OY 

y 

1 

—  a 

OZ 

-P 

a 

1 
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Ces  cosinus  infiniment  petits  sont  de  la  forme 

a  =  pdu  -\- p^dv     \ 

p  =  qdu  -{-  qydv     >•  (59) 

Y  =  rdu  -\-  r^dv     ) 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (58),  et  remar- 
quant que 


dx  =  T—  du  4-  — -  dv.         dij  z=:  .... 


on  aura  finalement  des  équations  telles  que 

d\  =  Mdu  +  ^dv, 
dY  =  M'du  +  N'ofu, 
dZ  =  M'dtc  -f  K'dv. 

Si  le  point  M  est  fixe,  les  six  coefficients  de  du  et  de  dv 
doivent  être  nuls,  ce  qui  donne  des  équations  de  la  forme 


-^ry-qz-K  ^^r,y-q,z  . 


d'^x 
En  exprimant  que  les  deux  valeurs  de  -, — r  tirées  de  ces 

dtfdc 

équations  sont  égales  entre  elles,  ainsi  que  celles  de  4-"'{- 

dudi) 

et  (V^    .    "j  1  et   en    observant    que   les   conditions   oblenues 

doivent  avoir  lieu,  quel  que  soit  le  point  fixe  M,  on  obtient 
enfin  les  équations  de  Godazzi,  qui  sont  fondamentales  dans 
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__  j_M  _i  ^ 

~        C  :^t;  '  ^'  ~  A  ^u 

Ary,  +  Q)  =  o 
,    c)r,        t^r 

rq^   +  -^  —  -^zr:  o 

^  '     '     c'M         c'y 
pr.  -h  -r^  —  ^    =  f » 


(61) 


M.  Darboux,  auquel  ou  doit  les  uolatious  symétriques 
dout  uous  venons  de  nous  servir,  a  observé  que  les  quan- 
tités/y,  q,  r,  sont  les  composantes  de  la  rotation  que  subit 
le  trièdre  T,  lorsqu'on  fait  varier  u  seiilement,  que  /jj,  q^, 
r,,  sont  les  rotations  correspondant  à  la  variation  de  i\  et 
il  a  tiré  de  ce  point  de  vue  cinématique  les  plus  heureuses 
conséquences,  qui  sont  développées  dans  son  traité  déjà  si 
souvent  cité.  Nous  nous  bornerons  à  deux  exemples,  pour 
faire  comprendre  la  fécondité  de  la  méthode. 

5— .*i.  S'il  existe  sur  oz  un  point  ^  =  o,  //  =  o  et  z  =  p, 
qui  se  déplace  tangentiellement  à  os,  on  aura  pour  ce  point 


ou 


dX.  =  o,        c^y  -—  o, 

Adu  -[-  p  [qdiù  -\-  q\dv)  ■=  o, 
Cdv  —  p  ['pdu  -\-  p^dv)  =  o. 

L'élimination  de  p  conduira  à  l'équation  diffi^rentielle  des 
lignes  de  courbure 

Apdu'^  4-  Cq^dv^-  +  [Cq  +  Aj)^)  dudv  =  o, 

et  celle  de  ~  h  l'éciuation  aux  rayons  de  courbure  princi- 
dv 


paux 


?' {^ -I:)  -  ^  i''"' -  ^^')  +  ^^  = '■    c^^) 
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524.  Prenons  maintenant  un  point  M,  dans  le  |)Ian 
XOY(£  =  o);  exprimons  que  son  déplacement  a  lieu  clans 
ce  plan  [dz==o).  Le  lieu  des  points  qui  jouissent  de  cette 
propriété,  c'est-à-dire  la  caractéristique  du  plan  tangent 
XOY,  sera  la  tangente  conjuguée  de  00';  en  exprimant  que 
sa  direction  coïncide  avec  00,  on  aura  Téquation  des  lignes 
asymptotiques.  On  trouve  ainsi  pour  la  caractéristique 

{pdu  -f- j>,rtV)  y  —  {qdu  -\-  q^dv)  x  =  o, 

et  pour  l'équation  des  asymptotiques 

(/du  -\-  q^dv        Cdv 
pdu  -)-  XJ^dv       Adu 

525.  Revenons  aux  lignes  géodésiques.  Pour  cela,  appe- 
lons 0^  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  00'  fait  axec  OX, 
et  utilisons  les  formules  de  Frenet,  ainsi  que  la  représen- 
tation sphérique  (n°  417).  Le  point  représentatif  de  la  tan- 
gente aura  pour  coordonnées,  si  l'on  prend  des  axes  paral- 
lèles à  OX,  OY,  OZ,  meni's  par  le  centre  de  la  sphère 

cosco,         sinco,        0, 

et  son  déplacement,  auquel  on  peut  appliquer  les  formules 
(58),  dans  les([uelles  on  n'a  qu'à  supprimer  les  termes  Adit 
et  Cdv,  qui  proviennent  du  déplacement  de  l'origine,  sera 
parallèle  à  la  normale  principale  de  la  courbe  ;  si  la  courbe 
est  géodésique,  on  aura  pour  ce  point 

dX  =  o        et        c^Y  =  0, 

c'est-à-dire 

—  sin  M  do)  —  (rdii  -\-  r^dv)  sin  oj  =  o, 
cosw  fAo  -j-  {rdn  -f-  r^c^y)  cosoj  =  o, 

en  tenant  compte  des  (équations  (59);  ces  deux  ('qiialions  se 
réduisent  à  r('(|uation  unique 

(7co  -\-  rdv.  -f-  )\dv  =  o,  (63) 
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qui  est  l'équation  différentielle   des  lignes  géodésiques.    Il 

kdu      .  Odv 

n  y  a  plus  qu  a  y  remplacer  cos  o)  par  —j — '  sin  w  par  — >—j 

1  ^A 

et  d'après  les  formules  de  Codazzi  (61),  r  par  —  r~J~^  ^'i  P^^ 

-r-T-i  pour  avoir  une  équation  oii   n'entrent  plus   que  les 

A  ClZl 

coefficients  de  cls~. 

On  obtient  ainsi  l'équation,  que  nous  écrirons  avec  les 
notations  de  Gauss  (form.  10,  n°  477), 


2(EG  —  F2)  (dud-h  —  d-ccVu)  =  (^E  ^  -|-  F  ^-  —  2E  ^^  du^ 

^  '   ^  ^  \        ÛV      '  du  CVj 

+  (3F  ^  +  G^^  -2F  ^  -2E  ^"j  du^  dv 

\  OV  du  OU  du/ 

V  au  OV  00  OV  J 

_(g  ^+F^-2G^)^.^  (63') 

\  ou  dv  dv J  ^        ' 

On  peut  signaler,  par  exemple,  les  lignes  de  longueur 
nulle  (^ds-  =  o),  comme  vérifiant  l'équation  (63);  mais  ces 
lignes  imaginaires  n'ont  pas  d'intérêt  ici. 

Gomme  deuxième  application,  supposons  que  u  soit  l'arc 
degéodésique  qui  fait  en  M,  avecune  droite  donnée,  l'angle  z)  ; 
les  deux  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
seront  l'arc  u  et  l'angle  v,  analogues  à  des  coordonnées  po- 
laires, et  l'on  aura 

ds^  =  du^- -j-^Fdudv  ^  Gdv\ 

Mais,  puisque  v  =  G"  est  une  géodésique,  et  que  E  =  1, 
l'équation  (63')  se  réduit  à 

2)F 

^  =  o. 

ou 

F  ne  dépend  que  de  ^J,  et  comme  ce  coefficient  est  évi- 
demment nul  pour  21  =  0,  on  a 

F  =  o. 
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On  obtient  donc  la  forme  très  remarquable  qui  suit 

ds^  =  du'-  -\-  Qdv^. 

Surfaces  applicables 

526.  Nous  avons  vu  (n°  477)  que  l'élément  d'arc  d'une 
surface,  sur  laquelle  est  tracé  un  réseau  {u,  v),  est  donné 
par  la  formule 

gç.  ■■  ds^-  =  Edu^  +  'iFditdv  +  Gdv^.  (64) 

Si  les  coordonnées  des  points  M  e  t  ?>i  de  deux  surfaces  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  des  mêmes  paramètres  u  et  v,  de 
manière  que  les  cls-  des  deux  surfaces  soient  donnés  par  la 
formule  unique  (6i),  les  deux  surfaces  seront  dites  appli- 
cables l'une  sur  l'autre.  Pour  justifier  cette  définition, 
prenons  sur  la  première  surface  trois  points  infiniment  voi- 
sins M,  M',  M",  et  sur  la  deuxième  surface  les  trois  points  m, 
m\  m'\  qui  correspondent  respectivement  aux  mêmes  valeurs 
de  u  et  de  15  ;  les  deux  triangles  MM'M"  et  mm'm"  pourront 
être  amenés  à  coïncidence,  puisque,  en  vertu  de  l'égalité 
des  ds~^  ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

527.  Donnons  immédiatement  un  exemple.  La  surface 
de  vis  à  filet  carré,  dont  l'axe  est  oz^  a  pour  équations 

X  =  u  cosu, 
y  =  Il  sinu, 

z  =  av, 

a  étant  une  constante.  Son  ds^-  sera  donc 

Considérons  maintenant  Valfjsséide  ou  caténoïde,  c'est-à- 
dire  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  chaînette 
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autour  de  sa  base.  Nous  prendrons  cette  base  pour  axe  des  s, 
et  l'axe  de  la  chaînette  pour  axe  des  x  ;  si  r  désigne  la 
distance  d\m  point  de  la  méridienne  à  os,  l'équation  de  la 
méridienne  sera  dans  son  plan 


a  , 


Pour  avoir  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface,  en 
fonction  de  deux  paramètres  r  et  y,  il  suffit  d'adjoindre  à 
l'équation  précédente  les  équations 

aj  =  r  cosu, 
?/  =  ?•  sinu, 
On  en  tire 

ds'^  =  r'^dv'^  +  —^ -,  dr"-, 

r-  —  a'" 

et  il  suffit  de  poser 

?-2   z=:  (2^   -|-  U^ 

pour  que  l'élément  linéaire  prenne  la  forme 

c'est-à-dire  la  même  forme  que  dans  la  surface  de  vis  à  filet 
carré.  Donc  la  surface  de  vis  à  filet  carré  est  applicable  sur 
la  caténoïde.  Les  courbes  v  =  C""  sont  sur  la  première  les 
génératrices  rectilignes,  sur  la  seconde  les  méridiens  qui 
sont  des  chaîneties;  de  môme,  les  hélices  de  la  première 
correspondent  aux  parallèles  de  la  seconde. 

Le  théorème  précédent  est  un  cas  particulier  d'un  théo- 
rème plus  général,  dû  à  Bour  [Joitmal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique^ XXXIX"  Cahier,  p.  82)  :  Les  hélicoïdes  sont  appli- 
cables sur  des  surfaces  de  révolution. 

5^8.  Signalons,  en  passant,  une  importante  propriété  de 
la  caténoïde.  On  a  vu  (n°  491)  que  les  rayons  de  courbure 
principaux   d'une   surface   de   révolution   sont   celui   de   la 
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méridienne  et  la  longueur  de  la  normale  limitée  à  Taxe.  Or 
il  est  facile  de  voir  que,  dans  la  chaînette,  la  normale, 
ainsi  définie,  est  égale  et  de  sens  contraii-e  au  rayon  de 
courbure,  et  nous  démontrerons,  dans  le  second  volume, 
cette  propriété  caractéristique.  Donc,  dans  la  caténoïde,  les 
deux  rayons  de  courbure  principaux  sont,  en  chaque  point, 
égaux  et  de  signes  contraires.  On  appelle  surfaces  minima^ 
celles  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont,  en  chaque  point,  égaux  et  de  signes  contraires.  La 
caténoïde  est  donc  la  seule  surface  minima  de  révolution. 

529.  Plusieurs  remarques  se  présentent  à  propos  de 
l'exemple  qui  vient  d'être  traité.  On  voit  d'abord  que  le 
ds~  de  la  caténoïde  ne  s'est  pas  présenté  immédiatement 
sous  la  même  forme  que  celui  de  l'hélicoïde,  et  qu'il 
a  fallu  effectuer  un-  changement  de  variables  ;  ici  le  chan- 
gement a  été  très  simple.  Mais  il  peut  y  avoir  des  cas 
oij  le  changement  à  effectuer  est  plus  compliqué  et, 
malgré  les  nombreux  travaux  des  géomètres  sur  l'application 
des  surfaces,  le  problème  général,  qui  est  désigné  sous  le 
nom  de  déformation  des  surfaces,  est  loin  d'être  résolu. 
Nous  donnerons  plus  loin  (n°  531)  une  condition  néces- 
saire pour  qu'une  surface  puisse  êlre  appliquée  sur  une 
autre,  et  nous  traiterons  en  particulier  le  cas  des  surfaces 
applicables  sur  un  i)lan,  qui  sont  les  surfaces  développables. 
Nous  devons  faire  observer  que  le  problème  de  la  déforma- 
tion est  soumis  à  toutes  sortes  de  restrictions  :  le  lecteur, 
que  ces  questions  intéressent,  consultera  avec  fruil  les 
Lcfcns  sur  la  Théorie  des  surfaces,  de  M.  Darboux  (livre  I, 
c  h  a  p .  vni  et  passim  ) . 

530.  Quoi  qu'il  en  soit,  et  quelques  variées,  en  appa- 
rence, que  soient  les  surfaces  qui  ont  un  même  r/.<.-,  il  est 
bon  de  se  rendre  compte  que  ces  surfaces  sont  au  fond  bien 
déterminées  par  le  rA-.  En  effet,  si  l'on  donne 

ds^  =  Kdii"'  -f  "iVdudv  -f  C,dv-\ 


538 

CHAPITRE 

XIX 

les  trois 

équations 

pœy 

\7)u) 

"'      'bu  bv 

+ 

bz  bz 

bu  bv 

E, 


(^y+(r!y+(iy=«- 


définiront,  à  des  fonctions  arbitraires  près,  introduites  par 
l'intégration,  les  trois  inconnues  x,  y,  z,  en  fonction  de  u 
et  de  V. 

531.  Démontrons  maintenant  le  théorème  fondamental 
de  Gauss  :  Toutes  les  surfaces  applicables  sur  une  même 
surface  ont  même  courbure  totale.  On  appelle  courbure  totale 
d'une  surface,  en  un  point,  le  produit  des  inverses  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux. 

En  effet  l'équation  (62)  donne  pour  la  courbure  totale 
(Notations  de  M.  Darboux)  : 

br^        br 

\  bv        bu  ,„„, 

m  =  ^c—  "'^' 

Or  les  formules  de  Godazzi  (61)  montrent  que  r  et  r^ 
dépendent  seulement  des  coefficients  de  l'élément  linéaire. 
Donc  toutes  les  surfaces,  qui  ont  même  cls-,  ont  bien  même 
courbure  totale. 

Avec  les  notations  de  Gauss,  si  l'on  pose 

1  bv  bu  1  bu  bv 

'       2   Gs/EG  — F^  2eVEG— F^ 

la  courbure  totale  est  donnée  par  l'équation 


l'angle  a  étant  défini  par  l'équation  (12 


^^WE-G^  +  '|^  +  ^  +  f|;=o,       (66) 
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Pour  F  ^  0,  on  retrouve,  aux  notations  près,  l'équation 
(65). 

On  peut  encore  signaler  la  forme  remarquablement  simple 
que  prend  l'équation  (65),  si  l'on  adopte  pour  coordonnées 
une  famille  de  géodésiques  et  leurs  trajectoires  orthogonales 
(n°  525  in  fine)  :  on  a,  en  effet,  dans  ce  cas,  en  écrivant  C' 
au  lieu  de  C  dans  le  ds~ 


1 


(67) 


Enfin,  si  les  variables  indépendantes  sont  les  coordonnées 
X  et  y,  et  si  l'on  adopte  les  notations  du  n"  485,  on  obtient 
la  courbure  totale  sous  la  forme  d'un  déterminant  fonc- 
tionnel 


Soit 


_J ;)  (L  M)  __         rt  —  s' 

RR'  ~    ^\x,y)    ~  (1  -f-p2  4.  g-if 


f{x,  y,  z)  =  o 


(68) 


l'équation  de  la  surface;  un  calcul  facile  montre  qu'on  peut 
encore  écrire 


l 
RR' 


W  ^Vy)   "^W 


0 

Y' 

:^x 

^y 

Y 

r-f 

yr 

r-r 

'dx 

:^x^- 

^xdy 

'i^X^Z 

^y^x 

Y' 

y^r 

y^r 

^ 

(69) 


'dz  '^z'dx  ^Zi^y     ^z- 

Le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  membre  est  un 
hessien  (n°  364);  il  s'annule  si  la  courbure  totale  est  nulle, 
c'est-à-dire  aux  points  paraboliques.  Ces  points  sont  donc, 
sur  les  surfaces,  et,  à  ce  point  de  vue,  les  analogues  des 
points  d'inflexion  dans  les  courbes  planes. 
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Nous  verrons  d'ailleurs,  dans  le  deuxième  volume,  que 
l'analogie  est  plus  complète  et  qu'à  certains  égards  on  peut 
considérer  la  courbure  totale  comme  l'analogue  de  la  cour- 
bure d'une  courbe  plane. 

532.  Cherchons  le  ds-  de  quelques  surfaces  simples. 
Surfaces  de  révolution.  —  Nous  prendrons    l'axe  de  la. 
surface  comme  axe  des  z^  et  nous  poserons 

L'équation  de  la  surface  sera 

et  si  l'on  pose 

X  ^=.  r  CCS  y,         y  =  r  sin  y, 

l'élément  d'arc  aura  pour  expression 

ds^'  =dr'-  [i-^  f^)  -\~r-^dv^, 
OU,  en  introduisant  une  variable  u  telle  que 

li  =fdr  v/i  +  r-, 

ds^-  =  du^  +  cp  [u]  dv''  ;  (70) 

u  est  l'arc  de  méridien  compté  à  partir  d'un  certain  paral- 
lèle; car,  pour  v  =  C'%  on  a  ds  =  du;  cp  (?^)  est  le  carré  du 
rayon  /-  du  parallèle  qui  passe  au  point  de  coordonnées  u,  v. 
On  peut  encore  donner  au  ds-  précédent  une  forme  diffé- 
rente en  posant 

/     dit 

on  trouve  ainsi,  parce  que  (f{u)  devient  une  fonction   ^{u^) 
de  t<i, 

ds^  =  F  {u^)  {du^  +  dv-^). 
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C'est  Lin  cas  particulier  d'une  classe  de  surfaces,  dites  iso- 
thermes,  ou  isométriques,  pour  lesquelles  on  a 

ds'^  =  '\[u,  v)  [du^  +  dv^-). 

533.  On  reconnaît  dans  la  formule  (70)  une  forme  de  ds- 
signalée  au  n°  525,  et  cela  devait  être,  puisque  les  méri- 
diens sont  évidemment  des  lignes  géodésiques  et  que  nous 
avons  choisi  les  mômes  coordonnées  sur  la  surface  qu'au 
n°  525. 

L'équation  (63')  des  lignes  géodésiques  peut  d'ailleurs 
être  complètement  intégrée  dans  le  cas  des  surfaces  de  révo- 
lution. Prenons,  en  effet,  la  forme  (70),  c'est-à-dire  faisons 
dans  l'équation  (6.3') 

E  =  1,         F  =  G,         G  =  cp  (m)  =  r2  ; 

prenons  de  plus  î/  comme  variable  indépendante,  et  écrivons 

suivant  la  coutume  v'  et  v"  au  lieu  de  -j-'  -j-^'  H  vient 

dî(  du- 

rv"  -\-  "ir'v'  -\-  r'Vv''^  ^  o.  (71) 

Cette  équation,  ainsi  qu'on  le  démontrera  dans  le  second 
volume,  a  pour  intégrale  (en  désignant  par  a  G,i  b  deux 
constantes  arbitraires) 


^^"     =  +  ^'.  (72) 


J  r  \]r- 

Cela  posé,  considérons  sur  la  géodésique,  qui  correspond 
à  des  valeurs  données  a  et  h,  des  constantes  arbitraires,  un 
arc  infiniment  petit  MN  faisant  avec  le  méridien  du  point  M 
l'angle  (o.  On  a  évidemment 

rdv 
tan  o-  co  =  -7—5 
®  du 
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et  l'on   en   déduit   immédiatement,    en    tenant  compte    de 
l'expression  de  v  (72), 

r  sinw  =  a. 

Cette  forme  de  l'équation  des  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution  est  due  à  Glairaut;  elle  est  des  plus  utiles  pour 
leur  discussion.  On  en  conclut,  par  exemple,  qu'une  géo- 
désique  correspondant  à  la  valeur  a  peut  arriver  à  toucher 
le  parallèle  de  rayon  a,  mais  ne  peut  pas  rencontrer  un 
parallèle  de  rayon  moindre. 

534.  Surfaces  réglées.  —  Elles  sont  définies  par  les 
équations 

y  =  (('■/^  +  ^21 

z  =  a^u  -f  63, 

tti  et  hi  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  v. 
On  en  déduit  un  ds-  de  la  forme 

ds2  ^  (^2  -j-  a|  +  al)  chi^  +  Y^dudv  +  [ku^  +  2Bî^  +  C)  dv^. 

Nous  poserons 

«?  +  «2  +  «1  =  Il 

et  0  =  0,  ce  qui  revient  à  dire  que  u  sera  la  longueur  de 
génératrice  comptée  à  partir  d'une  trajectoire  orthogonale, 
tout  le  réseau  [u^  v)  étant  d'ailleurs  orthogonal.  On  obtien- 
dra ainsi,  comme  forme  réduite  du  c/.s^  des  surfaces  réglées 

ds^  =  diC-'  +  (An2  -f  2Bn  +  C)  dv"^ . 
Surfaces  développables 

535.  Dans  le  cas  des  surfaces  développables,  nous  avons 
vu  qu'on  a  de  plus 

«I «2 ^. 

è7  "^  ""  6^' 
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donc  le  coefficient  de  dn^  est  un  carré  parfait,  et  l'on  aura, 
dans  le  cas  des  surfaces  développables,  en  remplaçant  v  par 
une  fonction  de  v^  choisie  de  manière  à  réduire  à  l'unité  le 
coefficient  de  u~^ 

ds^  =  da^  -\~  [u  —  a)^  dv^ ^ 
au  lieu  de 

C&2   =  du^   J^  [(m  _  a)2    ^  p21  c?u2, 

qui  correspond  aux  surfaces  réglées  non  développables  ;  a 
et  [i  sont  des  fonctions  de  v. 

Nous  allons  montrer  que  les  surfaces  développables  sont 
applicables  sur  tm  plan.  Elles  satisfont  bien  à  la  condition 
qui  résulte  du  théorème  de  Gauss(n°  531)  d'avoir  leur  cour- 
bure totale  nulle;  mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante. 

Ecrivons 

ds'^  =  [du  -\-  i  (m  —  a)  dv]  [du  —  i  [u  —  a)  c/i;], 

=  e'"  [du  -\-  i  (u  —  a)  dv]  X  e  -'"  [du  —  i  {u  —  a)  dv] . 

Leg  deui  facteurs  sont  maintenant  des  différentielles 
exactes,  et  l'on  pourra  poser,  en  appelant  d{x  +  ii/)  et 
d{x  —  iy)  ces  différentielles. 


l     X  -\-  ly  =z  ue'^  —  i  j  ae'<'cZu, 
i     X  —  ip  =  ue~'^  "l~  w  2c6~'''cZu  ; 


nous  avons  ainsi  réussi  à  exprimer,  en  fonctions  de  u  et 
de  V,  les  deux  coordonnées  d'un  point  du  plan,  et  ces  coor- 
données vérifient  bien  la  condition 

ds^  =  dx^  -j-  dy^^ 

ce  qui  démontre  le  théorème.  Au  reste  les  formules  précé- 
dentes peuvent  s'écrire 


X  =  u  cosu  -j-  /  a.sinvdv, 


y  =  u  smv 


/a  cos  vdv  ; 
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et  l'on  voit  que  les  courbes  v  =  C"  seront  des  droites  dans 
le  plan,  comme  sur  la  surface  développable. 

536.  La  réciproque  de  ce  théorème  a  été  établie  par 
0.  Bonnet  {AnnaU  di  Matematica,  2"  série,  t.  VII,  p.  61)  : 
Toute  surface  applicable  sur  un  jjlan  est  Venveloppe  cVun 
plan  mobile. 

Soit,  en  effet,  une  surface  applicable  sur  un  plan,  c'est-à- 
dire  telle  que 

en  désignant  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface,  et  par  u,  v  celles  d'un  point  du  plan  prises  pour 
variables  indépendantes.  On  a  alors 


^a7\2  /c\v,2  /^-Y>  /,^ 


.r  ^x         ^y  L^y         liz  'dz   ■^    ^x  ^cc   


En  différentiant  ces  trois  équations  successivement,  par 
rapport  h  îi  et  à  t),  on  trouve,  après  quelques  simplifications 
faciles, 

Il  en  résulte 


^Kv 

^-u 

r-z 

<)h'2 

hr- 

ht'^ 

y^x  " 

-     cV2y     - 

~    ^2^ 

t)-Mt^U  l>ndv  2iUiiV 
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le  l'acobien  des  deux  fonctions  ^»  ^?  est  donc  nul,  ainsi  que 

celui  des  fonctions  -^  et—'  et  ces  trois  fonctions  sont  fonc- 
ôîi      m 

tions  d'une  d'entre  elles;  de  niAnie  ^'  —-■:  7^'  dépendent  de 

^v  ^v  2iv        *■ 

l'une  d'elles,  et  comme  ces  six  fonctions  sont  reliées  par  la 
relation 

■^  ^.x  ^x 

elles  ne  dépendent  que  d'une  d'entre  elles.  Enfin  les  iden- 
tités 

> 

^  ="  ^'  ^i  +  '^  hi' 
dv  ~^'  dv  +^^if' 


permettent  d'exprimer  p  et  q  en  fonction  de  la  même  quan- 
tité, c'est-à-dire  de  les  considérer  comme  dépendant  l'une 
de  l'autre.  La  surface  est  donc  développable  (n"  441). 


Cartes   géographiques 


5Î37.  Le  problème,  qui  consiste  à  représenter  une  surface 
sur  une  autre,  et  en  particulier  sur  le  plan,  a  été  l'objet 
d'importants  travaux  de  la  part  de  Lambert,  Eulor,  Lagrange, 
Gauss.  Une  carte  géographique  est  une  représentation  sur 
un  plan.  Voici  quels  seraient  les  termes  du  problème. 

Supposons  les  coordonnées  x,  y,  :■,  d'un  point  M,  d'une 
surface  (S),  exprimées  eu  fonction  de  deux  paramètres  u 
et  r,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

ds-  =  E  (//'  -]-  -iVdiuh:  4-  Cdv-, 

et  soit  iM'  un  [)oiut  infiniment  voisin  de  M  sur  la  surface; 

CALCUL    IXFINnÉï-I.M AL.  3o 
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soit  de  même  m(X,  Y)  un  point  du  plan,  m  un  point  infi- 
niment voisin.  Il  s'agirait  d'exprimer  X,  Y  en  fonction  de  u 
et  de  V,  c'est-à-dire  de  faire  correspondre  les  points  de 
manière  qu'on  eût  constamment 

WsV  =  mm' 
ou 

ds'  =  dX^  +  dT\ 

Cette  condition  ne  pouvant  être  réalisée  que  si  la  surface 
(S)  est  développable  (n°  536),  Lambert  l'a  remplacée  par  la 
suivante 

MM'  =  X  .  mm' 

« 

ou 

ds^  =  l^idX'-  +  fA'2), 

X  étant  en  fonction  de  li  et  de  v,  qui  assure  la  similitude  des 
triangles  infiniment  petits,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
conservation  des  angles. 

Nous  ne  parlerons  pas  des  autres  modes,  par  exemple  du 
système  de  Babiaet,  qui  réalise  la  conservation  des  aires 
infiniment  petites,  et  nous  nous  bornerons  à  deux  systèmes 
de  cartes;  nous  supposerons,  de  plus,  que  la  surface  à  repré- 
senter est  sphérique. 

538.  Cartes  de  Mercator.  — Si  Ton  prend,  pour  repré- 
senter un  point  de  la  sphère,  des  coordonnées  polaires  ('i  lon- 
gitude, 6  colatitude) 

a?  ^  R  sin  0  ces  •]/, 
y  =  B.  sin6  sin  '^i, 
^  =  R  CCS  6, 

le  ds-  sera 

ds^  =  R2  (sinn-cZf^  -j-  db^). 

On  peut  l'écrire 


LIGNES    TRACÉES    SUR    LES    SURFACES 

Il  suffira  donc  de  poser 

I  =  L  tan  g -5 


5i7 


pour  le  ramener  à  la  forme 

ds^  =  R-^siiiM  {dX-^  +  d\'-). 

On  obtient  ainsi  le  système  de  Mercator,  dans  lequel 
les  droites  équidistantes  parallèles  à  Oy  représentent  des 
méridiens  faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  tandis  que  les 
parallèles  de  la  sphère,  qui  correspondent  à  des  variations 
égales  en  latitude,  sont  représentées  par  des  droites  parallèles 
à  Ox,  dont  la  distance  à  Ox  croit  à  l'infini,  lorsque  la  latitude 
tend  vers  90°. 

539.  Projections  stéréographiques.  —  Soit  (E)  le  plan  de 
l'équateur,  Z  le  pôle  nord,  V  le  pôle  sud  que  nous  prendrons 
pour  point  de  vue,  M  un  point  de  la  sphère,  m  sa  projec- 
tion stéréographique,  c'est-à-dire  la  trace  sur  (E)  du  rayon 
visuel  VM.  Nous  rapporterons  la  sphère  au  même  syslème  de 
€oordonnées  polaires  que  dans  le  numéro  précédent  :  soit  donc 

ZOM  =  0, 

mOX  =  •!/, 


Fi  G. 


nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  dans  le  plan 
de  l'équateur  deux  axes  rectanguUiires.  Cela   posé,   on  voit 
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-^^^\         fi 

que  OVm  =  5  et  que,  dans  le  triangle  rectangle  \0?n, 

Om  =  U  tan  g  -• 

Donc  les  coordonnées  de  m  dans  le  plan  XOY  seront 

A  =  n  tang  -  cos']> 
Y  =  R  tang-  sin  d-, 

On  tire  de  là  pour  le  ds"-  dans  le  plan 

R2 

(/s2= (sin^  U'h'^  +  rtO^), 

COS^  g 

et  il  suffît  de  le  comparer  à  celui  de  la  sphère  donné  au  com- 
mencement du  paragraphe  précédent  pour  voir  que  ces  deux 
ds^~  sont  bien  proportionnels.  Les  angles  sont  donc  conservés 
par  la  projection  stéréographique,  ce  qui  est  connu. 
Le  rapport  de  deux  éléments  correspondants 


2  cos^- 


est  égal  à  -  si  la  colatitude  est  nulle,  c'est-à-dire  pour  les 
parties  de  la  carte  voisine  du  pôle.  Il  est  égal  à  un^  pour 
6  =^  ^?  dans  le  voisinage  de  l'équateur. 

(Cl 

540.  Nous  observerons  en  terminant  que  la  carte  d'une 
surface  sur  un  plan  avec  conservation  des  angles  est  toujours 
possible,  tandis  que  l'application  qui  conserve  les  angles  et 
les  proportions  dans  toute  la  carte  n'est  possible,  comme  on 
l'a  vu  (n°  535),  que  pour  les  surfaces  développables.  Ce  théo- 
rème sera  démontré  dans  le  second  volume. 
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